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1 Einleitung

Diese Arbeit behandelt das Thema ,Retrakte und Retraktionen von Begriffsverbdnden®.
Hauptanliegen ist es, das Konzept der Retraktionen auf Begriffsverbénde zu iibertragen
und anzuwenden. Retraktionen werden dabei als idempotente Verbandsendomorphismen
definiert und Retrakte sind die Bilder von Retraktionen.

Obwohl das Konzept der Retraktionen bekannt ist, konnten keine Quellen gefunden
werden, die sich mit Retraktionen oder auch nur Endomorphismen von Verbénden aus-
einandersetzen. Daher soll die vorliegende Arbeit als Grundlage fiir weiterfiihrende For-
schung dienen und dazu sowohl in das Thema einfithren (besonders in Bezug auf die
formale Begriffsanalyse) als auch erste Ergebnisse liefern, mit denen weitergearbeitet
werden kann.

Begriffsverbinde wurden deshalb betrachtet, weil die formale Begriffsanalyse einige
interessante und sehr hilfreiche Werkzeuge zur Verfligung stellt, mit deren Hilfe sich die
Retraktionen gut beschreiben lassen. Das Interesse an Retrakten griindet sich darauf,
dass sie vergleichsweise spezielle Unterstrukturen von Verbénden liefern.

Grundlegende Fragen zum Thema waren: Sind Retraktionen eine seltene Erscheinung
bestimmter Verbdnde, oder gibt es im Allgemeinen eher viele davon? Kann ein einfa-
cher Algorithmus zum Bestimmen aller Retraktionen eines Begriffsverbandes angegeben
werden? Kann man Retraktionen auch am Kontext erkennen?

Das Grundlagenkapitel wiederholt dazu alle hier ben&tigten Ergebnisse aus dem Gebiet
der formalen Begriffsanalyse. Einige davon werden ausfiihrlich vorgestellt, um dem Leser
ein gutes Gefithl und Verstdndnis zu vermitteln. Wichtig sind dabei unter anderem die
eineindeutige Beziehung zwischen Kontexten und Begriffsverbdnden, denn viele Fragen zu
Verbidnden werden mit Hilfe von Kontexten beantwortet. Auferdem spielen die vertrég-
lichen Teilkontexte eine entscheidende Rolle. Kenntnisse iiber allgemeine mathematische
Grundbegriffe aus dem Gebiet der Mengen und Abbildungen werden vorausgesetzt.

Im darauf folgenden Kapitel werden Retrakte und Retraktionen definiert, wobei auf
die bei Verbénden iibliche Unterscheidung zwischen Verbands- und Vollhomomorphismen
eingegangen wird. Anschliefend werden Algorithmen zum Finden aller Retraktionen ei-

nes Begriffsverbandes hergeleitet. Mit deren Hilfe ist es mdoglich fiir kleinere Verbédnde



relativ schnell einen Uberblick iiber die Retraktionen und Retrakte zu bekommen. Wei-
terhin wird angegeben, wie man Retrakte bereits am Kontext ihres Begriffsverbandes
erkennen kann. Dieses Ergebnis wird auch einen Zusammenhang zwischen vertraglichen
Teilkontexten und abgeschlossenen Relationen herstellen. Danach werden weitere Eigen-
schaften der Retraktionen angegeben. Dabei wird unter anderem darauf eingegangen,
wie viele Retraktionen ein Verband hat und es wird untersucht, ob sich Retraktionen auf
zusammengesetzte Kontexte bzw. deren Verbdnde iibertragen lassen.

Am Ende des dritten Kapitels werden die Begriffsverbande einiger Skalen auf Retrak-
tionen untersucht. Da Retraktionen in gewisser Hinsicht als Rundungen oder Projektio-
nen auf Verbinden verstanden werden konnen, wird in diesem Zusammenhang eine erste
Anwendung besprochen.

Zum Schluss werden Anregungen fiir weiterfithrende Forschung gegeben.



2 Grundlagen

Das gesamte Grundlagenkapitel orientiert sich stark an [GW], dem Standardwerk iiber
formale Begriffsanalyse, und fasst fiir diese Arbeit relevante Definitionen und Ergebnisse
zusammen.

Leser, die mit der formalen Begriffsanalyse vertraut sind, kdnnen dieses Kapitel iiber-

fliegen.

2.1 Geordnete Mengen und Verbande

Definition 2.1 (vgl. Definition 1 in [GW]). Eine (binire) Relation R zwischen zwei
Mengen M und N ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes M x N dieser beiden
Mengen, besteht also aus Paaren (m,n) mit m € M und n € N. Fiir (m,n) € R wird
oft mRn geschrieben, was an die bekannte Schreibweise der Verhiltniszeichen angelehnt
ist. A

Da sich das Wort bindr meist aus dem Zusammenhang erschliefst, wird es oft wegge-
lassen. Falls die Mengen M und N gleich sind, spricht man von einer Relation auf der

Menge M. Eine solche bindre Relation ist die Ordnungsrelation:

Definition 2.2 (vgl. Definition 2 in [GW]). Eine Ordnungsrelation R auf einer Menge
M ist eine Relation, die fiir alle x,y,z € M die drei Bedingungen

xRz (Reflexivitat)
(zRy und yRz) — xRz (Transitivitét)
(zRy und yRx) — x=y (Antisymmetrie)
erfiillt. Das Paar (M, R) nennt man dann eine (halb-)geordnete Menge. A

Im Folgenden wird fiir Ordnungsrelationen oft das Symbol < verwendet. Wie allgemein
iiblich gilt dann a < b genau dann, wenn a < b und a # b gilt. Fiir die grafische
Darstellung von geordneten Mengen (und auch Verbédnden) in Diagrammen wird noch

die Nachbarschaftsrelation bendtigt:



Definition 2.3 (Definition 3 in [GW]). Man nennt a einen unteren Nachbarn von b,
falls a < b ist und kein Element c existiert mit ¢ < ¢ < b. Es ist dann b ein oberer

Nachbar von a und man schreibt a < b. A

Jede endliche geordnete Menge (M, <) lasst sich damit grafisch durch ein Liniendia-
gramm darstellen. Dabei werden alle Elemente von M durch Punkte oder kleine Kreise
symbolisiert. Haben zwei Elemente x,y € M die Figenschaft x < y, so wird der Punkt fiir
x unterhalb des Punktes fiir y gezeichnet und sie werden durch eine Linie verbunden. Aus
einem solchen Diagramm kann man die Ordnungsrelation wieder ablesen. Es gilt z < y
wenn man von z in einem aufsteigenden Linienzug y erreichen kann oder z = y gilt. Die
grafische Darstellung ist ein vielbenutztes Werkzeug der formalen Begriffsanalyse und

sollte daher dem Leser bestens vertraut sein.

Beispiel 1. Gegeben sei die Menge M = {a,b, ¢, d, e} mit der Ordnungsrelation
< ={(z,z) |z € M}U{(a,b),(a,c),(a,d),(a,e),(b,d),(be),(ce),(de)}.

Fiir die Nachbarschaftsrelation gilt dann < = {(a,b), (a,c), (b,d), (¢,€),(d,e)}. Daraus

kann man beispielsweise folgende Liniendiagramme aufstellen:
Dy (& Dy (&) Dy (e)
N YN
(0 (© @)
® ® @\
@ @

Obwohl die drei Diagramme recht verschieden aussehen, reprisentieren sie doch alle
die geordnete Menge (M, <) und die Ordnungsrelation lasst sich eindeutig ablesen. Man
sieht, dass es bei nicht verbundenen Knoten wie ¢ und d keine Rolle spielt, welcher von

beiden iiber dem anderen liegt. ®

Definition 2.4 (vgl. Definition 9 in [GW]). Es sei (M, <) eine geordnete Menge und
A C M eine Teilmenge. Eine untere Schranke von A ist ein Element s € M mit s < a fiir
alle a € A. Falls es in der Menge aller unteren Schranken von A ein gréfstes Element gibt,
so nennt man dies das Infimum von A und bezeichnet es mit inf A oder A A. Dual wird
eine obere Schranke von A definiert. Das Supremum von A ist dann die kleinste obere
Schranke von A und wird mit sup A oder \/ A bezeichnet. Fiir zweielementige Teilmengen
A = {a, b} existieren die Schreibweisen a A b := inf{a,b} und a V b := sup{a, b}. A



Definition 2.5 (vgl. Definition 10 in [GW]). Eine geordnete Menge V := (V, <) heift
Verband, wenn fiir alle z,y € V gilt c Ay € V und x Vy € V. V heifit vollstindiger
Verband, wenn fiir alle Teilmengen X C V gilt

/\XEVund \/Xev.

Jeder vollstédndige Verband (V, <) hat mit Oy := AV = \/0 ein kleinstes Element,
welches Nullelement genannt wird und mit 1y := \/V = A0 ein groftes, das Eins-

element. A

Definition 2.6 (vgl. Definition 11 in [GW]). Ein Element v eines vollstdndigen Verban-
des (V, <) wird \/-irreduzibel genannt, wenn v # \/{z € V | z < v} ist, also wenn
v nicht als Supremum echt kleinerer Elemente dargestellt werden kann. Das Element v
wird A-irreduzibel genannt, falls v # A{z € V | v < x}, was bedeutet, dass v nicht als
Infimum echt groferer Elemente darstellbar ist. Die Menge aller \/-irreduziblen Elemente
eines Verbandes V wird mit J(V) bezeichnet, die aller A-irreduziblen mit M (V). A

Da wir uns hier oft mit endlichen Mengen und Verbinden beschiftigen wollen, ist
folgender Satz hilfreich:

Hilfssatz 2.7. Jeder nichileere endliche Verband ist vollstindig.

2.2 Kontexte und Begriffsverbande

In diesem Abschnitt werden die elementaren Grundbegriffe der formalen Begriffsanalyse

eingefiihrt.

Definition 2.8 (vgl. Definition 18 in [GW]). Ein formaler Kontext K := (G, M, I)
besteht aus den Mengen G, deren Elemente Gegenstinde genannt werden, und M,
deren Elemente Merkmale genannt werden, sowie einer (binéren) Relation I C G x M,
welche Inzidenzrelation genannt wird. Falls (g,m) € I gilt, schreibt man kurz gIm
und sagt ,der Gegenstand g hat das Merkmal m®. Sind G und M endlich, so spricht man

auch von einem endlichen Kontext. A

Um Gegenstiande mit gleichen Merkmalen zusammenfassen zu kénnen und daraus for-
male Strukturen, also Begriffe, bilden zu kénnen, bendtigen wir sogenannte Ableitungs-

operatoren flir Gegenstdnde und Merkmale.



Definition 2.9 (vgl. Definition 19 in [GW]). Es sei (G, M, I) ein Kontext, A C G eine

Menge von Gegenstinden und B C M eine Menge von Merkmalen. Dann definieren wir

mit
A':={m € M | gIm fiir alle g € A} und
B':={g € G| gIm fiir alle m € B}
die Ableitungen der Mengen A bzw. B. A

Sind die abzuleitenden Mengen einelementig, so wird statt {a}’ abkiirzend a’ geschrie-
ben. Es ist ebenfalls iiblich A statt A’ zu schreiben, um bei Mehrdeutigkeiten klar zu

machen, welche Inzidenzrelation zum Ableiten genutzt wird.

Definition 2.10 (vgl. Definitionen 20 und 22 in [GW]). Ein formaler Begriff eines
Kontextes (G, M, I) ist ein Paar (A, B) mit A C G, B C M sowie A’ = B und B’ = A.
Dabei wird A Umfang und B Inhalt des Begriffes genannt. Die Menge aller Begriffe
des Kontextes wird mit B(G, M, I) bezeichnet. Fiir Gegenstinde g € G und Merkmale
m € M spricht man vom Gegenstandsbegriff vg := (¢”, ¢') und vom Merkmalbegriff

um = (m/;m"). A

Das Wort formal soll jeweils betonen, dass es sich um die mathematische Abstraktion
von Begriff und Kontext handelt. Es wird im Folgenden oft weggelassen, um den Lesefluss
nicht zu storen.

Fiir Ableitungen von Gegenstands- und Merkmalsmengen gibt es einige ,Rechenre-

geln“, die nun kurz zusammengefasst werden.

Hilfssatz 2.11 (vgl. Hilfssdtze 10 und 11 in [GW]). Ist (G, M, I) ein Kontext und sind
A, Ay, Ay C G Mengen von Gegenstinden und B, By, Bo C M Mengen von Merkmalen,
so gilt

A C Ay = A, C A By C By = B, C B
AcC A’ BC B

A =A" B =B"

(A1 U Ag) = Al N A (B1UBy) = BiNB)

Sei J C I eine weitere Relation, so gilt A7 C Al



Beweis. Hier soll nur J C I = A7 C Al bewiesen werden. Die anderen Beweise finden
sich in [GW]. Sei A C G und A* :={(a,b) |a € A,b e M}.

J={me M| gJm firalle g€ A} = {m | (g,m) € A*NJ}
={m|(g;m) e A"NI}
JCI = A'nJ C A'nl = A/cA m

Fir die Einfiilhrung von Begriffsverbanden ist es notig, eine Ordnung innerhalb der

Begriffe zur Verfiigung zu haben.

Definition 2.12. Ein Begriff (A, B;) heifst Unterbegriff eines Begriffes (As, Ba), wenn
A1 C As oder gleichbedeutend dazu Bs C By gilt. Eine Schreibweise dafiir ist (A1, By) <
(A2, Ba). Die Menge B(G, M, I) versehen mit dieser Ordnungsrelation wird Begriffs-
verband genannt und mit B(G, M, I) bezeichnet. A

Satz 2.13 (Satz 3 in [GW], Hauptsatz iiber Begriffsverbande, erster Teil). Der Be-
griffsverband B(G, M, 1) ist ein vollstindiger Verband, in dem Infimum und Supremum

folgendermajen beschrieben sind:

Az (02 (Y=))
\/ (4 B) = (<UT At> ,m3t>

teT teT

Wie zu einem gegebenen Kontext alle Begriffe und damit der Begriffsverband ermittelt
werden, wird in [GW] im zweiten Kapitel beschrieben. Diese Verfahren sind hier nicht
von besonderem Interesse, es soll lediglich festgehalten werden, dass es dafiir schnelle und
leicht programmierbare Algorithmen gibt. Es ist ebenfalls leicht mdéglich, den Kontext aus
allen seinen Begriffen zu rekonstruieren. Problematisch ist aber, dass zu nicht isomorphen

Kontexten isomorphe Begriffsverbinde gehoren kénnen!.

1 7Zwei Kontexte (G1, M1, 1) und (G2, M2, I5) sind isomorph, wenn es bijektive Abbildungen o : G1 —
G2 und (3 : My — M, gibt mit glym < (ag)l2(Bm) fir alle g € G1, m € M;. Zwei Verbinde sind
isomorph, wenn es zwischen ihnen einen bijektiven Vollhomomorphismus (siehe Definition 2.17) gibt.



Beispiel 2. Gegeben sind die beiden Kontexte K; und Ko:

[Ke|a|blcd]e]

e[ [o] <] 2o lbleld
2 || x X 2 .

3 X | X X
3 X 1 y

Diese konnen nicht isomorph sein, da ihre Gegenstands- und Merkmalsmengen nicht
gleich grofs sind. Zu ihnen gehoren die folgenden Begriffsverbinde, die offensichtlich iso-

morph sind:

B(Ky)

Man sieht in diesem Beispiel auch, dass die Gegenstinde der Begriffe jeweils etwas
unterhalb der entsprechenden Kreise geschrieben werden und die Merkmale oberhalb.
Zur besseren Lesbarkeit werden die Mengenklammern fast immer weggelassen. Weiterhin

wird die reduzierte Bezeichnung benutzt, welche in [GW, Seite 23| erklédrt wird. 0]

Eineindeutige Beziehungen zwischen Kontext und Begriffsverband erhilt man, wenn

der Kontext weitere Eigenschaften hat.

Definition 2.14 (vgl. Definitionen 23 und 24 in [GW]). Ein Kontext (G, M, I) heift

bereinigt, wenn
Jg=h = g=nh und m =n = m=n

fir alle g, h € G und alle m,n € M gilt. Ein bereinigter Kontext heiftt reduziert, wenn
jeder Gegenstandsbegriff \/-irreduzibel und jeder Merkmalbegriff A-irreduzibel ist. A

In [GW, Kapitel 1.2] werden Verfahren zum Bereinigen und Reduzieren eines Kontextes

angegeben.
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Hilfssatz 2.15 (Hilfssatz 12 in [GW]). Zu jedem endlichen® Verband V = (V, <) gibt es
bis auf Isomorphie genau einen reduzierten Kontext K(V) mit V = B(K(V)), namlich

Dieser wird Standardkontext des Verbandes V genannit.

Bemerkung 2.16. Damit erhalten wir eine eineindeutige Beziehung zwischen reduzier-
ten Kontexten und doppelt fundierten (speziell endlichen) (Begriffs-)Verbanden: Jeder
Kontext 1dsst sich durch Bereinigen und Reduzieren auf eine eindeutige Form bringen,
wodurch sich sein Begriffsverband aber nicht &ndert. Zu einem doppelt fundierten Ver-

band kann man eindeutig den Standardkontext angeben. *

2.3 Homomorphismen

In diesem Kapitel sollen Homomorphismen zwischen Verbinden definiert werden. Dabei
konnen leicht unterschiedliche Wege eingeschlagen werden, die jedoch deutlich vonein-
ander unterschieden werden miissen: In [GW] werden Vollhomomorphismen definiert,

welche ein Spezialfall der in [GL] und [DP] betrachteten Verbandshomomorphismen sind.

Definition 2.17 (vgl. Definiton 13 in [GW] und 2.16 in [DP]). Seien V und W Verbénde.
Man nennt eine Abbildung h : V — W einen Verbandshomomorphismus, wenn sie

fiir alle z,y € V die Bedingungen
h(z Ay) =h(x) Ah(y) und h(xVy)=h(z)Vh(y)

erfiillt. Sind V und W wollstindige Verbénde und erfiillt h auch die stérkere Bedingung

VT CV: h(/\T) = AMT) und h(\/T):\/h(T), (2.1)

so heifst h ein vollstdndiger Verbandshomomorphismus oder kurz Vollhomomorphis-
mus. Bedingung (2.1) muss insbesondere auch fiir T = () gelten, was zur Folge hat, dass
h(0v) = Ow und h(ly) = 1w gelten miissen. Man sagt dazu auch, dass die Abbildung
h 0-1-erhaltend sein muss.

Ein Verbands- bzw. Vollendomorphismus ist ein Verbands- bzw. Vollhomomor-
phismus, der einen Verband auf sich selbst abbildet (Selbstabbildung). Ein Verbands-

bzw. Vollisomorphismus ist ein bijektiver Verbands- bzw. Vollhomomorphismus. A

2Der Hilfssatz gilt auch im doppelt fundierten Fall. Siehe dazu Definition 2.27.

11



Beispiel 3. Wir betrachten die folgenden Abbildungen:

hy ho hs

Die Abbildung h; ist sowohl ein Verbands- als auch ein Vollhomomorphismus. Bei ho
handelt es sich nur um einen Verbandshomomorphismus, denn hg ist nicht 0-1-erhaltend.
Da weder das Supremum noch das Infimum der beiden mittleren Elemente durch hg
erhalten wird, kann hs weder ein Voll- noch ein Verbandshomomorphismus sein.

Im hier vorliegenden endlichen Fall ist der (einzige) Unterschied zwischen Verbands-

homomorphismus und Vollhomomorphismus, dass letzterer 0-1-erhaltend sein muss. ©

Wenn im Folgenden nur Homomorphismus steht ist oft trotzdem Verbands- oder Voll-
homomorphismus gemeint. Die genaue Bedeutung ergibt sich dann aus dem Zusammen-

hang oder ist nicht von entscheidender Wichtigkeit.

Definition 2.18 (vgl. Definition 12 in [GW] und 2.13 in [DP]). Eine Teilmenge U eines
Verbandes V heiltt Unterverband, wenn fiir alle a,b € U gilt, dass a A b € U und
aVbeU.Ist U Teilmenge eines vollstindigen Verbandes V und gilt die Bedingung

vICcU: ATeU und \/TeU (2.2)

dann heift U vollstindiger Unterverband von V. Dabei werden Infima und Suprema

natiirlich immer in 'V gebildet. A

Hilfssatz 2.19. Sei ¢ ein Vollendomorphismus eines vollstindigen Verbandes V. Dann
ist U = (V) :={pW) | v €V} (das Bild von ¢) ein vollstandiger Unterverband von

V. Das Bild eines Verbandsendomorphismus ist ein Unterverband.

Beweis. Es gilt offensichtlich U C V. Zu zeigen ist nun noch die Bedingung (2.2).
Fiir jede Teilmenge W C V gilt (VW) € U. Laut der Homomorphieeigenschaft
aus Gleichung (2.1) gilt (VW) = \ (W) und damit auch \/ (W) € U. Zu je-
der Teilmenge T" C U lasst sich eine Menge Wpr C V mit o(Wp) = T angeben:
Wri={weV|3IteT:pw)=t} Damit gilt: VT CU :\VT =\ o(Wr) € U. Die
Argumentation fiir das Infimum verlduft analog. Der zweite Teil des Hilfssatzes folgt aus

dem ersten indem man alle Teilmengen als zweielementig annimmt. [ |

12



Definition 2.20. Seien A, B und C beliebige Mengen und f: A — B sowie g: B — C

Abbildungen, so nennen wir
gof:A—C:x—(gof)(z):=g(f(z))

die Kompositionsabbildung (kurz Komposition) von f und g. A

Hilfssatz 2.21. Seien U, V und W Verbinde bzw. vollstindige Verbinde und f : U — V
sowie g : V. — W Verbands- bzw. Vollhomomorphismen, dann ist auch die Kompositi-

onsabbildung g o f ein Verbands- bzw. Vollhomomorphismus zwischen U und W.

Beweis. Da f und g Vollhomomorphismen sind, gilt f(\/.S) =V f(S) und g(\/T) =
V g(T) fiir alle S C U und T' C V. Es folgt nun

(9o (VS) =9(7(\V5)) =9(V 1) =\ atr(s) = \(go )(S)

Die Argumentationen fiir das Infimum und die Verbandshomomorphismen verlaufen ana-

log. [ |

Im Allgemeinen werden Homomorphismen nicht nur zwischen Verbénden, sondern zwi-
schen beliebigen Mengen mit Struktur definiert und auch die Komposition solcher Homo-

morphismen ist wieder homomorph.

2.4 Vertragliche Teilkontexte und abgeschlossene Relationen

Nun sollen Teile von Kontexten genauer untersucht werden. Dabei ist es moglich, Teil-

mengen der Gegenstinde und Merkmale zu betrachten oder Teile der Inzidenzrelation.

2.4.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 2.22 (Definition 44 in [GW]). Ist (G, M, I) ein Kontext und sind H C G und
N C M, so wird (H,N,I N HxN) ein Teilkontext von (G, M, I) genannt. Abkiirzend
wird ein Teilkontext auch mit (H, N, Ig«y) oder, wenn die Inzidenzrelation aus dem
Zusammenhang erschlossen werden kann, nur mit (H, N) bezeichnet.

Eine Relation J C I wird Teilrelation genannt. A

Von besonderem Interesse sind Teilkontexte und Teilrelationen mit weiteren Eigen-

schaften.

13



Definition 2.23 (Definition 45 in [GW]). Ein Teilkontext (H, N,I N HxN) eines for-
malen Kontextes (G, M, I) heifit vertriglicher Teilkontext, wenn fiir jeden Begriff
(A,B) € B(G,M,I) gilt, dass (AN H,B N N) ein Begriff von B(H, N,I N HxN) ist.
Gilt explizit ) # H C G oder ) # N C M, so spricht man auch von nicht trivialen

vertriaglichen Teilkontexten. A

Laut Hilfssatz 34 in [GW] ist die Abbildung
Ty B(G,M,I) — B(H,N,INHxN): (A B)— (ANH,BnN) (2.3)

in den Begriffsverband des vertraglichen Teilkontextes automatisch ein surjektiver Voll-
homomorphismus. Man nennt dann B(H, N,I N HxN) auch ein (vollstdndig) homo-
morphes Bild von B(G, M, I).

Definition 2.24 (Definition 50 in [GW]). Eine Teilrelation J C I heifit abgeschlossene
Relation des Kontextes (G, M, I), wenn jeder Begriff des Kontextes (G, M, J) auch ein
Begriff von (G, M, I) ist. A

Hilfssatz 2.25 (Satz 13 in |[GW|). Ist J eine abgeschlossene Relation von (G, M,I), so
ist B(G, M, J) ein vollstandiger Unterverband von B(G, M, I). Umgekehrt ist fir jeden
vollstindigen Unterverband U von B(G, M, I) die Relation

J:=|J{AxB| (A B) €U} (2.4)

abgeschlossen und es ist B(G, M, J) = U.

Nachdem jetzt diese Teilstrukturen der Kontexte definiert wurden, stellt sich die Frage,
ob es effiziente Algorithmen gibt, um alle vertriglichen Teilkontexte oder alle abgeschlos-
senen Relationen eines Kontextes zu bestimmen. Fiir die abgeschlossenen Relationen
(bzw. vollsténdigen Unterverbénde) sind, bis auf Brute-Force-Algorithmen, keine solchen
bekannt. Im Gegensatz dazu ist es eher einfach und effizient moglich, die vertréglichen

Teilkontexte zu bestimmen. Das wird nun beschrieben.

2.4.2 Bestimmung aller vertriaglichen Teilkontexte und homomorphen
Bilder

Die vertriglichen Teilkontexte und die surjektiven Vollhomomorphismen spielen im Fol-
genden eine wichtige Rolle, also wird jetzt darauf eingegangen, wie man sie bestimmen

kann. Dazu werden weitere Relationen im Kontext bendtigt, die Pfeilrelationen.
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Definition 2.26 (vgl. Definitionen 25 und 47 in [GW]). Ist (G, M, I) ein Kontext, g € G

und m € M, so definiert man

g/ m <= (gkm und ¢ Ch' = him)
g,/ m <= (gkm und m' Cn' = gln)

g,/ m <= (g, m und g /" m).

Weiterhin schreibt man g o m, falls es ¢ = ¢g1,92,...,9x € G und my,mo,..., Mk =
m € M gibt mit g; ,/ m; fiir i € {1,...,k} und g; /" m;_ fiir j € {2,...,k}. Gilt
g « m nicht, so wird g X m geschrieben. A

Eine wichtige Eigenschaft von Kontexten und Verbédnden ist die doppelte Fundiertheit,
sie wird oft als Voraussetzung von Satzen bend&tigt. Im endlichen Fall hat sie nur eine
geringe Bedeutung, da Hilfssatz 14 a) in [GW] besagt, dass jeder endliche Kontext doppelt

fundiert ist.

Definition 2.27 (Definition 26 in [GW]). Ein Kontext (G, M, I) heift doppelt fun-
diert, wenn es fiir jeden Gegenstand g € G und jedes Merkmal m € M mit gkm einen
Gegenstand h € G und ein Merkmal n € M gibt mit g /" n und m’ C n’ sowie h /' m
und ¢’ C K.

Ein vollstdndiger Verband (V, <) heifit doppelt fundiert, falls es zu je zwei Elementen
z < y aus V Elemente s,¢t € V gibt, so dass s minimal beziiglich s <y, s £ z ist und t
maximal beziiglich x < ¢, y £ ¢ ist. A

Im doppelt fundierten, also speziell im endlichen Fall, lassen sich die vertraglichen

Teilkontexte sehr einfach an den Pleilrelationen erkennen.

Definition 2.28 (Definition 46 in [GW]). Ein Teilkontext (H, N,I N H xN) eines berei-
nigten Kontextes (G, M, I) heifit pfeilabgeschlossen, falls gilt: aus h / m und h € H
folgt m € N und aus g ,/“ nund n € N folgt g € H. A

Hilfssatz 2.29 (Hilfssatz 36 in [GW]). Jeder vertrigliche Teilkontext eines bereinigten?®
Kontextes ist pfeilabgeschlossen, jeder pfeilabgeschlossene Teilkontext eines doppelt fun-

dierten und bereinigten Kontextes ist vertrdaglich.

Es ist recht einfach, alle pfeilabgeschlossenen Teilkontexte eines Kontextes (G, M, I)

zu bestimmen. Man betrachtet dazu den gerichteten Graphen mit der Knotenmenge?

3Es wird bereinigt gefordert, da nur in diesem Fall pfeilabgeschlossen definiert ist.

“Die Vereinigung soll alle Elemente von G und M unterscheidbar enthalten, also werden, falls G N M
nicht leer ist, die Mengen G := G x {g} und M := M x {m} vereinigt, da diese Mengen auf jeden
Fall disjunkt sind. Statt g und m koénnen beliebige unterscheidbare Symbole gewdhlt werden. Haben
die Mengen Indizes, so werden diese meist benutzt: Hy; := H, x {t}.
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G UM und Kanten von g nach m, falls g /" m gilt sowie von m nach g, wenn g ,/ m gilt.

Die Zusammenhangskomponenten® dieses Graphen sind die vertriglichen Teilkontexte.
Dieses Verfahren ist ,per Hand“ gut durchfiihrbar. Ist der Kontext sogar reduziert,

dann steht noch der folgende Hilfssatz zur Verfiigung, der es ermoglicht, die pfeilabge-

schlossenen Teilkontexte an den Begriffen eines Kontextes abzulesen:

Hilfssatz 2.30 (Hilfassatz 37 in [GW]). Sei (G, M, I) ein reduzierter doppelt fundierter
Kontext. Ein Teilkontext (H,N,I N HxN) von (G, M,I) ist genau dann pfeilabgeschlos-
sen, wenn (G \ H, N) ein Begriff des Kontextes (G, M, X) ist.

Zuvor wurde festgehalten, dass jeder vertriagliche Teilkontext auch einen surjektiven
Vollhomomorphismus I1y x und damit ein homomorphes Bild bestimmt. Nun stellt sich
die Frage, ob jedem homomorphen Bild auch ein vertréiglicher Teilkontext zu Grunde
liegt, denn dann kann man alle vollstdndigen homomorphen Bilder ermitteln, indem man
alle pfeilabgeschlossenen Teilkontexte bestimmt. Diese Frage wird in [GW, Kapitel 3.2]
mit ja beantwortet.

Bemerkt sei noch, dass daraus nicht folgt, dass man mit allen vertréglichen Teilkon-
texten auch (bis auf Isomorphie) alle surjektiven Vollhomomorphismen eines Begriffsver-
bandes erhélt, denn es kann verschiedene Vollhomomorphismen mit dem gleichen homo-

morphen Bild geben. Das folgende Beispiel veranschaulicht das.

Beispiel 4. Gegeben sei der Kontext K = (G,M,I) mit der Gegenstandsmenge
G ={1,2,3} und den Merkmalen M = {a,b, c,d}. Er ist bereinigt und reduziert. Der Be-
griffsverband B (K) lasst sich daraus aufstellen. Die Begriffe sind 0 = (0, {a, b, ¢,d}), A =
({1}.{a,c}), B = ({2} {c,d}), C = ({3},{b,d}), D = ({1,2},{c}), E = ({2,3},{d})
und 1 = ({1,2,3},0).5

®Man erhilt alle Zusammenhangskomponenten, indem man zu jedem Knoten aus der Knotenmenge alle
weiteren Knoten aufschreibt, die {iber einen Pfad erreichbar sind. Die Vereinigung mehrerer solcher
Komponenten ist ebenfalls eine Zusammenhangskomponente und (@, 0) auch.

5 Wenn Gegenstinde und Merkmale gut unterscheidbar sind, werden die Begriffe manchmal auch ab-
kiirzend ohne geschweifte Klammern und Kommata geschrieben: 0 = (0, abed), D = (12,¢),...
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Die vertriaglichen Teilkontexte sind die Zusammenhangskomponenten des gerichteten
Graphen (G U M, /U7, also

Ko := (H07N0) = (®7®)7 Ky = (H17N1) = ({1}?{d})a
Ko = (H27N2) = ({S}a {C})a Ks := (H37N3) = ({1a3}7 {C’ d}) und
Ky := (Hy, Ny) = ({1,2,3},{a,b,c,d}) = (G, M).

Zum vertriglichen Teilkontext Ks erhélt man den surjektiven Vollhomomorphismus

Iy, N, Zusétzlich ist noch ein Homomorphismus ¢ angegeben:

Sowohl IIx, n, als auch ¢ haben das gleiche Bild, sind aber verschieden voneinander,
da beispielsweise I, n,(A) = Az # C3 = p(A) gilt. ©)
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3 Retrakte und Retraktionen

In diesem Kapitel werden Retraktionen als spezielle Homomorphismen definiert. Da in
Definition 2.17 zwei verschiedene Arten von Homomorphismen eingefithrt wurden, soll
diese Unterscheidung auch auf die Retraktionen angewandt werden. Danach wird angege-
ben, wie man alle Retraktionen eines Begriffsverbandes bestimmt und wie man Retrakte

am Kontext erkennt. Schliehlich werden weitere Ergebnisse prisentiert.

Definition 3.1. Eine Retraktion ist ein Verbandsendomorphismus ¢ : V — V mit
pop = ¢ (Idempotenz). Wenn dariiber hinaus ¢ ein Vollendomorphismus ist, dann wird
¢ Vollretraktion genannt.

Die Bilder ¢(V') von Retraktionen bzw. Vollretraktionen werden Retrakte bzw. Voll-

retrakte genannt’. A

Soll eine Retraktion explizit von einer Vollretraktion unterschieden werden, dann wird
sie auch Verbandsretraktion genannt. Retraktionen, die weder gleich der identischen noch
einer konstanten Abbildung sind, werden als nicht triviale Retraktionen bezeichnet, ihre
Bilder sind dann nichi triviale Retrakte.

Laut der Definition gilt fiir eine Retraktion ¢ mit dem Bild U, dass die Einschrankung
von ¢ auf U gleich der identischen Abbildung auf U ist (¢|y = idy).

Bemerkung 3.2. Zuvor wurde in der Bemerkung 2.16 auf die eineindeutige Beziehung
zwischen doppelt fundiertem Verband und reduziertem Kontext hingewiesen. Damit ist
es ebenfalls moglich von Retraktionen von Kontexten zu sprechen, wenn man bedenkt,
dass der Begriffsverband des Kontextes gemeint ist.

Laut Hilfssatz 2.19 ist jedes Vollretrakt eines vollstindigen Verbandes ein vollsténdi-
ger Unterverband, da es Bild eines speziellen Vollendomorphismus ist. Zusammen mit
Hilfssatz 2.25 konnen dann Vollretrakte als (spezielle) abgeschlossene Relationen des
Kontextes gesehen werden.

Die Bilder von Verbandsretraktionen sind Unterverbande. *

"Es konnte nicht zweifelsfrei festgestellt werden, ob es der oder das Retrakt heiRt. Hier wird in den
wenigen Féllen, in denen ein bestimmter Artikel auftritt, die neutrale Form das Retrakt benutzt.
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Beispiel 5. Es sollen einige Voll- und Verbandsretraktionen des Verbandes N5 angege-
ben werden. Im Vergleich dazu werden Abbildungen aufgefiihrt, die nur die Endomorphie-
oder Idempotenzeigenschaft einer Retraktion haben. Die Abbildungen werden durch Pfei-
le dargestellt, die Bilder der Abbildungen sind die ausgefiillten Kreise im Liniendia-

gramm.

2: (Verbands-) 3: Vollendo- 4: Verbands-  5: idempotente
Retraktion morphismus endomorphismus Abbildung

e dids

Als Erstes sieht man eine Vollretraktion. [hr Bild ist ein vollstédndiger Unterverband von

1: Vollretraktion

N5. Im zweiten Beispiel wird nicht mehr Null auf Null abgebildet, es handelt sich also nur
noch um eine Verbandsretraktion. Die dritte Abbildung ist nicht idempotent, also auch
keine Retraktion, sondern nur ein Vollendomorphismus. Auch die vierte Abbildung ist
nicht idempotent und zusétzlich nicht 0-1-erhaltend. Thr Bild ist ein (nicht vollstéindiger)
Unterverband. Zuletzt sieht man eine idempotente Abbildung, die nicht endomorph ist
und einen vollstdndigen Unterverband zum Bild hat. Es kann weder eine Retraktion noch
ein Endomorphismus angegeben werden, der diesen Unterverband zum Bild hat.

Eine triviale Vollretraktion ist immer die identische Abbildung. Triviale Verbands-
retraktionen sind zus#tzlich noch alle konstanten Abbildungen der Form ¢(v) = v* fiir
jedes beliebige, feste v* € V. ®

Bemerkung 3.3. Um die (praktische) Bedeutung und die Eigenschaften der Retraktionen
zu verdeutlichen, werden noch drei Analogien zu anderen mathematischen Konstrukten

aufgezeigt:

e In der Topologie werden Retraktionen auf &hnliche Weise definiert (vgl. Definition
1.12 in [MT]): Eine (topologische) Retraktion ist eine stetige Abbildung r : X — A
von einem Topologischen Raum X in einen Teilraum A C X mit r(a) = a fiir alle
a € A (also r|4 = ida, Idempotenz). Wie erwartet ist A dann das Retrakt. Die

Stetigkeitseigenschaft entspricht der Forderung nach Homomorphie.

o Retraktionen sind ebenfalls mit Projektionen aus der linearen Algebra vergleichbar.

Diese sind als idempotente lineare Abbildungen auf Vektorrdumen definiert. Eine
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lineare Abbildung ist ein Spezialfall eines Homomorphismus. Man kann also grob

sagen, dass Retraktionen Projektionen auf Verbéinden sind.

e Retraktionen konnen auch als Rundungen auf Verbidnden verstanden werden. Eine
Rundung auf R ist eine Abbildung r : R — #Z, Z C R mit den Eigenschaften
VeeZ:r(zr)=zundVz,y e R:x <y = r(zr) <r(y). Die erste Eigenschaft
sichert die Idempotenz, die Zweite kann mit einer Forderung nach Homomorphie

verglichen werden. *

3.1 Bestimmung aller Vollretraktionen eines

Begriffsverbandes

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren hergeleitet, mit dem man alle Vollretraktionen
des Begriffsverbandes B(G, M, I) eines reduzierten und doppelt fundierten® Kontextes
(G, M, I) ermitteln kann. Sollte der Begriffsverband einelementig sein, so gibt es nur eine
Retraktion, ndmlich die identische Abbildung. Deswegen wird fiir die folgenden Schritte
vorausgesetzt, dass der Begriffsverband mindestens zwei Elemente enthélt.

Da Vollretraktionen spezielle Vollhomomorphismen sind, werden zuerst alle homomor-
phen Bilder des Begriffsverbandes ermittelt. Dazu kann eines der im Abschnitt 2.4.2 vor-
gestellten Verfahren verwendet werden. Man erhélt alle vertriglichen Teilkontexte sowie
alle Abbildungen der Form Il n (siche Gleichung (2.3)). Die Abbildung auf einen einele-
mentigen Bildverband und der dazugehérige leere vertrigliche Teilkontext (H, N) = (), 0)
wird weggelassen, der Grund dafiir zeigt sich gleich noch.

Die Abbildungen Il x bilden in andere Begriffsverbidnde ab. Die Eigenschaften Idem-
potenz und Selbstabbildung sind so nicht erreichbar. Dies sind auch nicht alle moglichen
Homomorphismen, aber es gibt keine weiteren homomorphen Bilder, wie am Ende des
Abschnitts 2.4.2 festgehalten wurde.

Um die beiden fehlenden Figenschaften herzustellen, soll eine zweite Abbildung ver-
wendet werden und es steht der Hilfssatz 2.21 zur Verfiigung, welcher besagt, dass die
Komposition von Homomorphismen wieder ein Homomorphismus ist.

Wenn wir jetzt also weitere Vollhomomorphismen ¥ : B(H, N, Ig«n) — B(G, M, I)
finden, die die Begriffe der vertriglichen Teilkontexte auf die Begriffe des Ausganskon-
textes B(G, M, I) abbilden, sind wir einen Schritt weiter, denn mit WoIly y hétten wir

Vollendomorphismen. Es fehlt dann nur noch die Idempotenz.

8Ein reduzierter und doppelt fundierter Kontext ist notig, damit Hilfssatz 2.30 zum Ermitteln aller
vertraglichen Teilkontexte angewendet werden kann. Auferdem ist so die eineindeutige Zuordnung
zu einem Begriffsverband gesichert.
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Da es einfacher ist, Abbildungen ¥ anzugeben, so dass Wolly, y idempotent ist, wollen
wir damit anfangen und dann diejenigen ausschliefen, die keine Vollhomomorphismen
sind.

Durch einen Vollhomomorphismus Iy y wird jeder Begriff (A, B) auf eine Einschrén-
kung von sich selbst abgebildet, namlich (AN H, BN N). Dabei kénnen mehrere Begriffe
das gleiche Bild haben. Jedes Bild wird nun durch eine Abbildung ¥ auf eines seiner
Urbilder abgebildet. Wie in Definition 2.17 angemerkt wurde, muss ein Vollhomomor-
phismus 0-1-erhaltend sein, was demnach auch fiir jede Abbildung ¥ gefordert werden
soll. Das ist auch der Grund dafiir, dass der Vollhomomorphismus Il g auf einen ein-
elementigen Bildverband weggelassen wurde. Es wére dann némlich nicht mdglich, eine
Abbildung aufzustellen, welche dieses eine Element, das gleichzeitig Null und Eins des
Verbandes ist, auf zwei verschiedene Elemente abbildet.

Man erhélt so auf jeden Fall idempotente Kompositionsabbildungen W o Il n. Die
Menge Ry n enthalte alle solche Abbildungen ¥ zu einem Vollhomomorphismus Ilx x,
also

Ry n :={¥ | ¥olly n ist idempotent, ¥(0) = 0 und ¥(1) = 1}.

An dieser Stelle wird auch klar, warum es geniigt, nur die Vollhomomorphismen Il x
und nicht alle méglichen Vollhomomorphismen zu betrachten, denn es wird durch ¥
ohnehin jeder Begriff auf ein Urbild abgebildet und danach ist nur noch die Komposition

Vo Ily n von Interesse.

Beispiel 6. Im Beispiel 4 wurden die beiden verschiedenen Vollhomomorphismen Ilg, n,
und ¢ angegeben, die das gleiche Bild haben. Verkniipft mit zwei Abbildungen ¥; und

Wy ergeben sich dann gleiche Kompositionsabbildungen.

21



Es gilt: Uy oIlg, n, = Wa 0 . O]

Nun miissen noch diejenigen Abbildungen aus Ry n ausgeschlossen werden, die keine
Vollhomomorphismen sind. Es stellt sich also die Frage, wie man diese Figenschaft einfach
und ohne grofen Aufwand (auch im Hinblick auf Programmierbarkeit) iiberpriift.

Wie in Bemerkung 3.2 festgestellt wurde, muss das Bild der Komposition ¥ o Il v,
im Folgenden U genannt, ein vollstdndiger Unterverband von B(G, M, I) sein, wenn
U o Ilg n eine Vollretraktion ist. Aus diesem U liefe sich dann mit Gleichung (2.4) aus
Hilfssatz 2.25 auch eine abgeschlossene Relation J herleiten. Diese beiden (Unterverband
U und abgeschlossene Relation J) miissen dann jeweils genau so viele Elemente bzw.
Begriffe wie der vertrigliche Teilkontext (H, N,I N HxN) enthalten. Mehr sind nicht
moglich, da dann U keine Abbildung wire. Weniger sind nicht mdglich, da ¥ jedes Ele-
ment auf eines seiner Urbilder abbildet und kein Urbild mehr als ein Bild haben kann. Ist
das nicht der Fall, dann war ¥ kein Vollhomomorphismus. Alle Abbildungen ¥ € Ry v,
die Vollhomomorphismen sind, sollen zu der Menge RFL N Zusammengefasst werden.

Im nachfolgenden Beispiel 7 wird gezeigt, dass mit der Vorschrift aus Gleichung (2.4)
auch dann abgeschlossene Relationen J entstehen kénnen, wenn kein vollstdndiger Unter-
verband U zu Grunde lag.

In einem Computerprogramm, das sich mit formaler Begriffsanalyse beschéftigt, wird
ein Algorithmus, welcher die Anzahl der Begriffe eines Kontextes ausgibt, schon vorhan-
den sein, also miissen kaum weitere Anstrengungen unternommen werden, um diesen
Test zu programmieren. Soll der Algorithmus nicht vom Computer, sondern ,per Hand“
durchgefiihrt werden, so miissen nicht zwingend Begriffe gezdhlt werden. Man kann meist
schon eher sehen, dass das Infimum oder Supremum von Elementen aus U nicht in U
liegt. Dabei sollte man allerdings sehr aufpassen, um auch wirklich jede nichthomomorphe
Abbildung ¥ auszuschliefen.

In diesem Schritt wurden zu jedem Vollhomomorphismus Il x alle Abbildungen aus
Ry n betrachtet und diejenigen ausgeschlossen, die keine Vollhomomorphismen sind. Es
kann also keine weiteren geben. Man erhalt so alle Vollretraktionen als Kompositionsab-
bildungen Wolly y fiir alle ¥ € Ry, y und fiir alle Abbildungen 11y, x zu den vertréglichen
Teilkontexten.

Der Algorithmus wird nun zusammengefasst angegeben.
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Algorithmus 1. Bestimmung aller Vollretraktionen eines Begriffsverbandes.

FEingabe: endlicher Begriffsverband B(G, M, I) und zugehoriger reduzierter Kontext
(G, M,I)

Ausgabe: alle Vollretraktionen von B(G, M, I)

1: wenn |B(G,M,I)] =1 dann

2: Ausgabe: einzige Vollretraktion ist idgq 1)
3: Stopp
4: erzeuge die Menge vTk aller vertriigl. Teilkontexte (H, N) von (G, M, I) ohne (0, ()
5: fur alle Elemente (H, N) in vTk fiihre aus:
6: erzeuge die Menge Ry v = {V | Volly v ist idempotent und 0-1-erhaltend}
7 fiir alle Elemente ¥ in Ry n fithre aus:
8: erzeuge J := | J{Ax B | (4,B) € Y(B(H,N,Inxn))}
9: wenn |B(G, M, J)| = |B(H, N, Igxn)| dann
10: tige ¥ zu Ry  hinzu
11: tir alle ¥ in R}y y fihre aus:
12: Ausgabe: Vo Ilg n ist Vollretraktion

Direkt nach Algorithmus 2 werden die Algorithmen hinsichtlich ihrer Effizienz bewertet
und mogliche Verbesserungen besprochen.
3.1.1 Ein ausfiihrliches Beispiel

Beispiel 7. Es sollen alle Vollretraktionen des Begriffsverbandes zum Kontext K aus

Beispiel 4 mit Algorithmus 1 ermittelt werden. Gegeben ist also:
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Die vertriglichen Teilkontexte wurden bereits bestimmt. Es sind:

Ko := (Ho, No) = (0,0), Ky = (H1, M) = ({1}, {d}),
Ky := (Ha, N2) = ({3}, {c}), = (H3,N3) = ({1,3},{¢,d}) und
Ky := (Ha, Ni) = ({1,2,3}, {a,b,c, d}) = (G ,M).

Der Teilkontext Ko wird weggelassen, wie zuvor begriindet wurde. Fiir K4 erhélt man
nur die identische Abbildung als surjektiven Vollhomomorphismus und damit auch als
Retraktion, er muss also nicht ausfiihrlich betrachtet werden. Die Kontexte und Begriffs-

verbdnde der drei verbleibenden nicht trivialen Teilkontexte sind die Folgenden:

B(Ky) B(Ks) B(K3)

wd] O (o] ® Rl
oY, oL - 1

Jetzt werden die Wertetabellen fiir die Vollhomomorphismen Il y angegeben. Die
Schreibweise ist etwas uniiblich, dient aber der besseren Lesbarkeit. Sie besagt, dass jedes

der durch Kommas getrennten Elemente auf das darunter Stehende abgebildet wird.

X 0,B,C,E | A,D,1 x |oABD|CE1
I, 5, (X) o0 | 1 (X)) [ 00 | 1,
X 0,B|AD|CE|1
i (X) || 05 | A3 | G5 |13

Nun werden die Wertetabellen fiir alle Abbildungen ¥; aus den Mengen Ry y ange-

geben. Die Indizes ¢ entsprechen denen der Teilkontexte K;.

X Jo|n X o1 X Jos|As|cs|,
(X)) [ o1 W(X) | o1 U (X))o alc|
Uso(X) 0| Al E|1

Uss(X) 0| D|C|1

X))o D|E]1

Im Fall von (Hi, Ni) und (Hg, N2) gibt es in der Menge Ry n also jeweils nur eine
0-1-erhaltende Abbildung ¥ auf die Urbilder, im Fall (Hs, N3) gibt es vier davon.
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Zu diesen Abbildungen W muss jetzt noch liberpriift werden, ob sie Vollhomomorphis-
men sind. Bei ¥; und Wy stimmt es offensichtlich. Etwas genauer muss man bei den
Abbildungen W3 . hinsehen. Die ersten drei sind Vollhomomorphismen, die Vierte nicht.
Zum Beweis sollen exemplarisch die beiden Teilrelationen J3 und .J; zu den Bildern
Us := U33(B(K3)) und Uy := ¥34(B(K3)) betrachtet werden (siche Gleichung (2.4)).

Es ergeben sich diese Kontexte:

[ sfafbleld] [afalb]cld]

Fiir J3 zdhlt man insgesamt die vier Begriffe (0, M), (12,¢), (3,bd) und (G, (), bei Jy
sind es fiinf: (0, M), (12,¢), (2,¢d), (23,d) und (G, D). Da der zugehorige vertrigliche
Teilkontext aus vier Begriffen besteht, kann W34 also kein Homomorphismus sein und
fallt weg.

Zu beachten ist, dass sowohl J3 als auch J4 abgeschlossene Relationen des Kontextes
K sind, aber W3 4 kein Homomorphismus ist. Es wiirde also nicht ausreichen, nur jeweils
zu iiberpriifen, ob J eine abgeschlossene Relation ist.

Fiir die Abbildung U3, wird noch folgendes Gegenbeispiel angegeben (Widerspruch
zu Gleichung (2.1)), um auch auf einem anderen Weg die Homomorphieeigenschaft zu

widerlegen:

4
\113’4(143 A\ Cg) = \113’4(03) =0 7'5 B=DAFE = \11374(143) A @374(03)

Ubrig bleiben insgesamt fiinf nicht triviale Vollretraktionen. Die folgenden Abbildun-

gen zeigen sie, dabei bilden jeweils die ausgefiillten Begriffe das Vollretrakt:

Uy ollg, Ny Woollgyn, VYsiollpyng Wsoollpmyng, Wszollpy ng
R N N R A
Q
v IR v
) ) v ) )
Die sechste Retraktion ist, wie anfangs erwidhnt, die identische Abbildung und wurde

hier nicht extra dargestellt. O)
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3.1.2 Implementierung des Algorithmus in conexp-clj

Daniel Borchmann hat Algorithmus 1 in seine Neuimplementierung des Programms Con-
exp aufgenommen. Man kann sein Programm conexp-clj auf der Projektseite unter http:
//www.math.tu-dresden.de/ borch/conexp-clj herunterladen.

Hat man einen reduzierten Kontext mit dem Namen context abgespeichert, so
gibt der Befehl (pprint-retracts context) alle Vollretraktionen dieses Kontextes als
Wertetabelle aus. Die Anzahl aller Vollretraktionen lésst sich mit dem Befehl (count
(retracts context)) ausgeben.

Die Namen der Befehle sind leider etwas irrefithrend. Das ist unter anderem darauf zu-
riickzufiihren, dass erst nach der Implementierung die genauen Bezeichnungen festgelegt

wurden. Das wird in einer spiteren Programmversion hoffentlich berichtigt.

3.2 Vollretrakte am Kontext erkennen

Aus dem in Abschnitt 3.1 vorgestellten Verfahren ldsst sich ein Satz herleiten, mit dem
es moglich ist, zu einem gegebenen vollstandigen Unterverband eines vollstdndigen Ver-
bandes zu entscheiden, ob dieser ein Vollretrakt ist.

Wegen der in Bemerkung 3.2 erwdhnten eineindeutigen Beziehungen zwischen abge-
schlossenen Relationen und vollstdndigen Unterverbédnden sowie zwischen reduzierten
Kontexten und Begriffsverbédnden kann so auch entschieden werden, ob eine abgeschlos-
sene Relation eines Kontextes ein Vollretrakt des zugehorigen Begriffsverbandes be-
stimmt. Das ist beispielsweise interessant, wenn man sich in der Begriffsanalyse nur
mit Kontexten beschiftigen will. Man ist dann nicht gezwungen, Begriffsverbidnde zu

betrachten, kann aber dennoch Aussagen {iber sie machen.

Satz 3.4. Sei (G, M, I) ein reduzierter Kontext und J C I eine abgeschlossene Relation
von (G,M,I). Die Menge B(G, M, J) ist genau dann ein Vollretrakt von B(G, M,I),
wenn es einen vertriglichen Teilkontext (H, N,I N HxN) von (G, M,I) gibl mit

(INHXxN)CJ wund |B(H,N,INHxN)| =|B(G,M,J)|.
Die Kompositionsabbildung

@ =roWollyn:B(G,M,I)—B(G,M,I)
(A,B) — (AN H)" (AN H)”)
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mit

Lo B(G,M,J) — B(G,M,I) : (A, B)— (A, B),
U :B(H,N,INHxN) — B(G,M,J): (A B)— (A7 A7)

und g N wie in Gleichung (2.3) ist dann eine zugehdrige Vollretraktion.

Beweis. Wir benutzen ab hier die Abkiirzungen T :=1 N HxN und U := B(G, M, J).
(<) Zuerst wird gezeigt: Wenn es einen vertriglichen Teilkontext (H,N,T) von

(G,M,I) gibt mit |B(H,N,T)| = |B(G,M,J)| und T C J, dann ist B(G, M, J) ein

Vollretrakt von B(G, M, I) und ¢ =10 Volly y ist eine zugehorige Vollretraktion.

Da ¢ die Menge B(G, M, I) auf sich selbst abbildet, ist noch zu zeigen, dass ¢ zusitz-
lich ein idempotenter Vollhomomorphismus ist und gerade B(G, M, J) zum Bild hat. Die
Abbildung Ilf, x ist ein Vollhomomorphismus? und ¢ offensichtlich auch, denn der Be-
griffsverband B(G, M, J) ist ein vollstandiger Unterverband von B(G, M, I). Jetzt wird
gezeigt, dass W ein Vollisomorphismus sein muss, indem gezeigt wird, dass ¥~! := Iy y|p
der inverse Vollisomorphismus ist.

Sei (A,B) € B(H,N,T) und laut Voraussetzung 7" C J. Das Bild ¥((4,B)) =
(A77, A7) ist offensichtlich immer ein Element von U = B(G, M, J). Wird dieses Ele-
ment mit ITy | abgebildet, so erhilt man (A7) N H, A’ N N) € B(H, N,T). Gezeigt
wird jetzt (A7 N H, A’ N N) = (A, B), denn dann ist ¥=! = IIy y|y. Dabei werden
Rechenregeln des Hilfssatzes 2.11 benutzt.

Wir haben

(ACA ummdACH) = AC A’ NH und
(B=ATCcA’und BCN) = BCA/nN.

Da (A7/ N H, A7 N N) kein Begriff in B(H, N,T) mit echt mehr Gegenstéinden oder
Merkmalen als (A, B) sein kann, miissen beide gleich sein.

Um die Injektivitit von W zu zeigen, wihlen wir zwei beliebige Begriffe (A, B) #
(C,D) € B(H,N,T) und nehmen an, dass ihre Bilder unter ¥ gleich sind, also kurz
A7) = €77, Dann wire auch A’/ N H = C’/’/ N H woraus, wie gerade gezeigt, A = C
folgt, was im Widerspruch zur Ausgangssituation steht. Zusammen mit der Eigenschaft
I'B(H,N,T)| =|B(G, M, J)| folgt die Bijektivitat von W.

Jedes Element aus B(G, M, I) wird durch Iy y auf ein Element aus B(H, N,T) ab-
gebildet. Dieses wird wiederum durch ¥ auf ein Element aus B(G, M, J) abgebildet und

“Siehe bei Gleichung (2.3) auf Seite 14
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danach durch ¢ wieder auf das gleiche Element. Damit und mit der Surjektivitdt von
I N und der Bijektivitdt von U folgt, dass B(G, M, J) das Bild von ¢ ist.

Es bleibt noch die Idempotenz von ¢ zu zeigen. Wegen U1 = Iy n|o und Wo Ul =
idy folgt W oIl n|y = idy. Nach Definition gilt auch ¢|y = idy. Daraus ergibt sich
pop=1oWollgyop=idyoidyop = ¢, denn ¢ bildet nur nach U ab.

(=) Sei B(G, M, J) ein Vollretrakt von B(G, M, I). Da in Algorithmus 1 alle Voll-
retraktionen aus einer Abbildung IIy n zu einem vertréglichen Teilkontext (H,N,T)
von (G, M, I) und einer weiteren Abbildung ¥ zusammengesetzt wurden, muss es auch
Abbildungen Il x und ¥ geben, so dass B(G, M, J) das Bild von ¥ o Ily y ist. Wir
zeigen nun, dass dieser vertrigliche Teilkontext (H, N,T') die gewiinschten Eigenschaften
besitzt.

Die Abbildung ¥ im Algorithmus war (um die Idempotenz sicherzustellen) so ge-
wihlt, dass jeder Begriff (A, B) € B(H, N,T) auf eines seiner Urbilder unter der Ab-
bildung Il n abgebildet wird. Wenn also V((A,B)) = (C,D) gilt, dann gilt auch
Oy N((C,D))=(CNH,DNN) = (A, B). Daraus folgt ' C J wegen

T =|J{AxB|(A,B) € B(H,N,T)}
c|J{cxD|(C,D) € U (B(H,N,T))}
= J{cxD|(C,D) e B(G, M, J)} =,

Die Bedingung |B(G, M, J)| = |B(H, N,T')| war gerade die Bedingung, die in Schritt 9

des Algorithmus iiberpriift wurde. Sie muss also auch hier gelten. [

In Algorithmus 1 wurde zu einem surjektiven Vollhomomorphismus Il x ein weiterer
Vollhomomorphismus ¥ gesucht, so dass ihre Komposition eine Vollretraktion ergibt.
Hier hingegen ist mit B(G, M, J) ein mogliches Bild einer Retraktion gegeben und es
wird nach dazu passenden vertréglichen Teilkontexten (und damit Abbildungen g y)

gesucht, so dass eine Vollretraktion aufgeschrieben werden kann.

Beispiel 8. Zu Kontext K = (G, M, I) und Begriffsverband B(K) aus Beispiel 4 wird
jetzt fiir einige vollstdndige Unterverbidnde und zugehorige abgeschlossene Relationen
gezeigt, ob sie Retrakte sind oder nicht.

Da es nur vertrigliche Teilkontexte mit zwei oder vier Begriffen gibt, kénnen auch nur
Unterverbinde mit zwei oder vier Elementen als mogliche Vollretrakte in Frage kommen.
Betrachten wir also einige davon. Die ausgefiillten Verbandselemente bilden den vollstin-

digen Unterverband U und in den zugehdrigen Kontexten (G, M, J) wird zusitzlich die
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Relation TN H XN eines passenden vertraglichen Teilkontextes durch Kreise eingetragen,
um sofort zu sehen, ob die Bedingung (I N HxN) C J gilt.

Yoe, [aleloleld]  oa, [alalvlcld]
Y oe [mlaloleld] U oa, [alalvlcld]

Man sieht, dass weder U; noch Uy Retrakte sind, denn es fehlt in den zugehorigen
abgeschlossenen Relationen jeweils das Kreuz bei (3,d), welches aber zu I N H3x N3
gehort. Die Relationen J3 und Jy gehdren zu Retrakten. Fiir Js ergibt sich die Abbildung
U3 zum vertriglichen Teilkontext (Hs, N3) = ({1, 3}, {c,d}) wie folgt:

Ws((1,¢)) = (17373 173) = (1, ac) U3((3,d)) = (3,bd)
Ws((0, cd)) = (0, abed) W3((13,0)) = (123,0)

Bei J4 kommen als vertrdgliche Teilkontexte sowohl (Hy,Ni) = ({1},{d}) als auch
(Ha, N2) = ({3},{c}) in Frage. Man erhélt also auch jeweils verschiedene Abbildungen
\1/4’1 und \1/472:

Uy 1((0,d)) = (0, abed) U, 2((0,¢)) = (0, abed)
Wa1((L,0)) = (123,0) Vy2((3,0)) = (123,0)

Daraus ergeben sich dann diese Retraktionen, wobei die zu J3 auch ausfithrlich mit allen

Teilabbildungen aufgeschrieben ist:

L O \I/3 OI_IH37N3
Q

entspricht:
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toWyqollg, Ny toWyqoollg, N,

O)

Nun wird noch eine alternative Formulierung fiir die zweite Bedingung des Satzes 3.4

hergeleitet. Dazu wird die folgende Definition benutzt:

Definition 3.5 (vgl. Definition 11 sowie den Absatz nach Hilfssatz 32 in [GW]). Eine
Menge S C V heifft supremum-dicht in einem vollstindigen Verband V, wenn fiir alle
Elemente v € V gilt v = \/{s € S | s < v}. S heift infimum-dicht, wenn fiir alle v € V
gilt v=A{s e S|v<s}.

Ein Teilkontext (H, N,I N HxN) eines Kontextes (G, M, I) heift dichter Teilkon-
text, wenn vH := {vh | h € H} supremum-dicht und dual M := {um | m € M}
infimum-dicht in B(G, M, I) sind. A

Hilfssatz 3.6 (vgl. Hilfssatz 39 in [GW]). Genau dann ist (H,N,I N HxN) ein dichter
Teilkontext in (G, M, I), wenn er auch ein vertraglicher Teilkontext ist und die Abbildung
Iy N injektiv ist. Insbesondere gilt dann |B(H,N,I N HxN)| = |B(G, M, I)|.

Mit diesem Hilfssatz erhalten wir nun eine weitere Formulierung des Satzes 3.4:

Folgerung 3.7. Die Menge B(G, M, J) ist genau dann ein Vollretrakt von B(G, M, I),
wenn J eine abgeschlossene Relation des reduzierten Kontexstes (G, M, I) ist und es einen
vertraglichen Teilkontext (H,N,I N HxN) von (G, M,I) gibt, der dichter Teilkontext
von (G, M, J) ist.

Bemerkung 3.8. Hiermit hat sich auch eine interessante Beziehung zwischen vertréglichen
Teilkontexten und abgeschlossenen Relationen gezeigt:

Die vertriglichen Teilkontexte bestimmen Abbildungen, genauer surjektive Vollhomo-
morphismen, konnen aber keine Endomorphismen beschreiben (bis auf die identische
Abbildung). Die abgeschlossenen Relationen hingegen sagen gar nichts iiber Abbildun-
gen aus, sondern nur etwas iiber vollstdndige Unterverbinde und damit zum Teil iiber

die Bilder von Endomorphismen.
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Die Kombination aus abgeschlossener Relation und dicht darin liegendem vertréaglichen
Teilkontext bestimmt dann aber eine Vollretraktion, also einen speziellen Endomorphis-
mus komplett. Die Eigenschaften der beiden Teilstrukturen ergénzen sich also und dabei
entstehen noch etwas speziellere Strukturen als man auf den ersten Blick vielleicht er-

warten wiirde. %

3.3 Verbandsretraktionen bestimmen und erkennen

Um alle Retraktionen eines Verbandes algorithmisch zu erzeugen oder die Retrakte am
zugehorigen Kontext erkennen zu kénnen, kann man die Ergebnisse zu den Vollretrakten
nicht sofort verwenden, da diese jeweils die Eigenschaft benutzt haben, dass Vollretrak-
te vollstindige Unterverbénde sind und damit abgeschlossene Relationen bestimmen.
Verbandsretrakte haben diese Eigenschaft aber im Allgemeinen nicht. Es ist dennoch
moglich, eine Verallgemeinerung des Satzes 3.4 anzugeben, womit alle Retrakte eines

vollstdndigen Verbandes erkannt werden konnen.

Satz 3.9. Sei B(G, M, I) der Begriffsverband des reduzierten Kontextes (G, M,I). Ein
Unterverband U C B(G, M, I) ist genau dann ein Retrakt von B(G, M, I), wenn es einen
vertraglichen Teilkontext (H,N,I N HxN) von (G, M,I) gibt mit

(INHxN)C R:=|J{Ax B|(A,B) €U} und |B(H,N,INHxN)|=|U|.

Der Kontext (H,N,I N HxN) muss also dichter Teilkontext von (Gy, My, R) sein mit
Gu =U{A|(A,B) e U} und My :=\J{B | (A, B) € U}. Die Kompositionsabbildung

pi=1oVollyn:B(G,MI)—B(G,M,I)
(4, B) = (AN H)"™ (AN H)")
mit

Lo B(Gy, My, R) — B(G,M,I) :(A,B) — (A, B),
U :B(H,N,I N HxN) — B(Gy, My, R) : (A, B) — (ARE AR)
und g N wie in Gleichung (2.3) ist dann eine zugehdrige Retraktion.

Beweis. Dieser Beweis verlduft fast genau so wie der Beweis des Satzes 3.4. Die Unter-
schiede betreffen vor allem den nicht mehr zwingend vollstdndigen Unterverband U. Es
wird wieder die Abkiirzung T := I N HxN benutzt und es gilt U = B(Gy, My, R).
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In Hilfssatz 3.6 wurde bereits bewiesen, dass (H, N,T) genau dann dicht im Kontext
(Gy, My, R) ist, wenn T' C R (und damit H C Gy und N C My) und |B(H,N,T)| =
|U| = |B(Gy, My, R)| gelten.

(«<=) Zuerst soll wieder gezeigt werden: Wenn es einen vertriglichen Teilkontext
(H,N,T) von (G, M,I) gibt mit |B(H,N,T)|=|Ulund T C R:=J{Ax B|(A,B) €
U}, dann ist U ein Retrakt von B(G, M, I) und ¢ = 1o ¥ o IIy v ist eine zugehorige
Retraktion.

Hierzu werden genau die Schritte des Beweises zu Satz 3.4 durchgefiihrt. Die Abbildung
@ ist aber im Allgemeinen keine Vollretraktion, da ¢ hier kein Vollhomomorphismus,
sondern nur ein Verbandshomomorphismus sein muss. Aufserdem ist das Bild von ¢ hier
U und nicht B(G, M, J).

(=) Sei U ein Retrakt von B(G, M, I). In Algorithmus 2 (welcher gleich noch vorge-
stellt wird) werden alle Retraktionen aus einer Abbildung IIy x zu einem vertriglichen
Teilkontext (H, N,T) von (G, M,I) und einer weiteren Abbildung ¥ zusammengesetzt,
also muss es auch Abbildungen Il n und ¥ geben, so dass U das Bild von W o Ilg
ist. Wir zeigen nun, dass dieser vertrigliche Teilkontext (H, N,T') die gewlinschten Ei-
genschaften besitzt.

Die Abbildung ¥ im Algorithmus wird (um die Idempotenz sicherzustellen) so ge-
wihlt, dass jeder Begriff (A, B) € B(H, N,T) auf eines seiner Urbilder unter der Ab-
bildung Ilg n abgebildet wird. Wenn also V((A,B)) = (C,D) gilt, dann gilt auch
Oy n((C,D))=(CNH,DNN) = (A, B). Daraus folgt ' C R wegen

T=|J{AxB|(A,B)eB(H N,T)}
| J{Cx D |(C,D) € ¥(B(H,N,T))}
=\ J{lcxD|(C,D)eU} =R

Die Bedingung |U| = |B(H,N,T)| ist gerade die Bedingung, die in Schritt 11 des

Algorithmus iiberpriift wird. Sie muss also auch hier gelten. [ |

Mit Satz 3.4 konnte sowohl entschieden werden, ob ein vollstdndiger Unterverband
eines Begriffsverbandes ein Vollretrakt ist als auch, ob eine abgeschlossene Relation ein
Vollretrakt bestimmt. Mit dem hier gerade bewiesenen Satz 3.9 kdnnen Verbandsretrak-
te nur anhand des Unterverbandes oder des Kontextes (Gy, My, R) erkannt werden.
Anhand der Relation R im Kontext (G, M, R) kann nicht entschieden werden, ob da-
durch ein Retrakt bestimmt wird, da dieser Kontext im allgemeinen mehr Begriffe hat

als (Gy, My, R). Daher ist das Erkennen von Verbandsretrakten am Kontext nicht ganz
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so elegant durchfiihrbar wie das Erkennen von Vollretrakten.

Ein Algorithmus zum Erzeugen aller Verbandsretraktionen kann prinzipiell wie Algo-
rithmus 1 ablaufen. Da jetzt aber die Komposition ¥ o Il x nur ein Verbandshomo-
morphismus sein muss, muss auch ¥ nur ein Verbandshomomorphismus und somit nicht
mehr 0-1-erhaltend sein. Um das zu iiberpriifen, wird ein neues Verfahren bendtigt.

Laut Satz 3.9 kann man beispielsweise priifen, ob |B(H, N, I N HxN)| = |U]| gilt. Dazu
muss U = B(Gy, My, R) erst noch bestimmt werden. Ein weiterer Unterschied ist, dass
jetzt auch konstante Abbildungen Ily n zuldssig sind (dazu gehoren leere vertrégliche
Teilkontexte). Die sich daraus ergebenden konstanten Retraktionen kénnten aber auch

gesondert ausgegeben werden, da sie trivial sind. Man erhélt diesen Algorithmus:
Algorithmus 2. Bestimmung aller Retraktionen eines Begriffsverbandes.

FEingabe: endlicher Begriffsverband B(G, M, I) und zugehoriger reduzierter Kontext
(G,M,I)

Ausgabe: alle Retraktionen von B(G, M, I)

1: wenn |B(G,M,I)| =1 dann

2: Ausgabe: einzige Retraktion ist idgq 1)

3: Stopp

4: erzeuge die Menge vTk aller vertraglichen Teilkontexte (H, N) von (G, M, )

5: fir alle Elemente (H, N) in vTk fiihre aus:

6: erzeuge die Menge Ry n = {V | VoIl y ist idempotent}

7 fiir alle Elemente W in Ry n fithre aus:

8: erzeuge Gy = |J{A | (A,B) € V(B(H,N,Igxn))}

9: erzeuge My = | {B | (A,B) € YV(B(H,N,Igxn))}
10: erzeuge R:=|J{AXx B | (A,B) € V(B(H,N,Ig«n))}
11: wenn |B(Gu, My, R)| = |B(H, N, Igxn)| dann
12: tige ¥ zu Ry,  hinzu
13: fiir alle ¥ in Ry  fiihre aus:

14: Ausgabe: Vo Ily y ist Retraktion

Dieser Algorithmus und auch Algorithmus 1 haben das Problem, dass sie alle Abbil-
dungen aus der Menge Ry n durchprobieren miissen. Das ist ineffizient. Besser ist es,
wenn man gleich nur vollhomomorphe Abbildungen ¥ erzeugt. Dazu kann man folgen-

dermafen vorgehen:
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Sobald man fiir zwei Begriffe aus B(H, N,I N HxN) ihre Bilder unter ¥ festgelegt
hat, bestimmt man das Supremum und Infimum dieser Bilder. Falls auf diese noch nicht
durch ¥ abgebildet wurde, so miissen andere Begriffe aus B(H, N,I N HxN) auf sie
abgebildet werden. Ist das nicht moglich, so wird dieser Ansatz fiir eine Abbildung ¥
verworfen. Ansonsten kann man auch mit diesen Bildern wieder Infima und Suprema
bilden und fiir diese Urbilder finden.

Aber auch dieses Verfahren beruht auf dem Durchprobieren vieler Méglichkeiten und
man kann Begriffsverbdnde angeben, bei denen so nie neue Infima oder Suprema dazu
kommen!?, also iiberhaupt keine Verbesserung erreicht wird. Experimente mit der Kon-
tranominalskala (siehe zur Definition Abschnitt 3.6.4) zeigten, dass sich der Aufwand
zwar halbieren kéonnte, aber da er anscheinend sehr stark exponentiell wichst, wire das
kein grofser Gewinn. Zum manuellen Ausfiithren ist dieses Verfahren aber durchaus gut

geeignet, da es einfach zu iiberschauen ist.

3.4 Weitere Resultate zu Retraktionen und Retrakten

In den vorhergehenden Kapiteln wurde erklirt, wie man Retrakte erzeugt und erkennt. In
diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften von Retraktionen und Retrakten angegeben
werden.

Obwohl die vollstdndigen Unterverbinde eines vollsténdigen Verbandes ein IHiillen-
system bilden, gilt das nicht fiir die Vollretrakte des Verbandes. Sie bilden auch kein
Kernsystem. Man sieht das beispielsweise an den Vollretrakten des Beispiels 7. Schneidet
bzw. vereint man die Retrakte, die zu den Retraktionen W31 ollg, n, und W32 0lly, n,
gehoren, so erhélt man eine drei- bzw. eine fiinfelementige Menge. Es kann aber kein
drei- bzw. fiinfelementiges Retrakt geben. Folglich bilden die Verbandsretrakte ebenfalls
kein Hiillen- oder Kernsystem.

Die Frage ob, Retrakte von Retrakten wieder Retrakte sind, kann mit ja beantwortet
werden. Das wiirde man so auch erwarten. Der folgende Satz prézisiert das und verall-

gemeinert es auf Retraktionen:

Satz 3.10. Sei V ein Verband, ¢1 eine Retraktion von V mit p1(V) =: Ry und 2 eine
Retraktion von Ry mit w2(R1) =: Ry. Die Abbildung ¢ == 10 pa0¢1 mitt: Ry — V :

v — v st dann eine Retraktion von V.

Beweis. Zu zeigen ist, dass ¢ ein idempotenter Homomorphismus und eine Selbstabbil-
dung ist. Die letzte Eigenschaft folgt direkt aus der Definition. Nach Hilfssatz 2.21 ist

'"Fin sehr einfaches Beispiel dafiir sind die Begriffsverbinde der Biordinalskalen. Siehe zur Definition
[GW, Seite 43].
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 ein Homomorphismus, da ¢1, @2 und ¢ Homomorphismen sind. Die Idempotenz folgt,
weil das Bild von ¢ nur Ry ist und diese Menge durch 1, g und ¢ jeweils nur identisch

abgebildet wird. Formal:

p1lr, =idR,, polr, = 1dRy, tIr, =1dR,, ©(V) =Ry C Ry
= pop=10pa0p10p=IdR, oidgr, cidgr, 0 p = ¢ [ |

Sowohl in den beiden Algorithmen als auch in den Sdtzen 3.4 und 3.9 bestehen die
Retraktionen immer aus einem surjektiven Vollhomomorphismus und aus einer dazu

passenden Abbildung ¥. Das wird nun nochmal festgehalten.

Folgerung 3.11. Jede Retraktion eines vollstindigen Verbandes kann in der Form Woll
geschrieben werden, wobei 11 ein surjektiver Vollhomomorphismus ist und ¥ dazu pas-
send gewdhlt wird. Hat ein vollstindiger Verband nur triviale surjektive Vollhomomor-
phismen'!, hat also sein Standardkontext nur triviale vertrigliche Teilkontexte, so hat er

auch nur triviale Retraktionen.

Beweis. Sei ¢ eine Retraktion eines vollstindigen Verbandes V mit dem Bild U. Dann
ist II : V' — U mit II(v) := ¢(v) ein surjektiver Vollhomomorphismus von V nach U.
Eine dazu passende Abbildung ¥ mit Voll=pist V: U — V 1 v +— 0.

Der zweite Teil folgt direkt aus Algorithmus 2. [

Darauf aufbauend stellt sich die Frage, ob es zu jedem surjektiven Vollhomomorphismus
Iy, v eines Begriffsverbandes auch eine Retraktion dieses Begriffsverbandes gibt. Das ist

leider nicht der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 9. Gegeben ist der Kontext K = (G, M, I). Der zugehorige Begriffsverband
B(K) und der Graph (G U M, /U, sind ebenfalls angegeben. Um nicht triviale Voll-

retraktionen zu finden, werden grob die Schritte von Algorithmus 1 ausgefiihrt.

(K[afb[eld|e]/]

1| x|/ x| x|/
201 /| x| x| x|/
3|/ X | X | X
4 S ox | x
) VAR
6 s

'L Alle bijektiven und alle konstanten Abbildungen sind triviale surjektive Vollhomomorphismen.
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Man sieht schnell, dass dieser Kontext zwei nicht triviale vertrigliche Teilkontexte hat,
nimlich Ky = (Hy,N1) = ({4}, {c}) und Ky = (Hz, N2) = ({1,2,3,5,6},{a,b,d, e, f}).

Dazu gehoren diese Begriffsverbédnde:

B(Ky)

)

4

)

Die Abbildungen IIg y und ¥ ergeben sich wie folgt:

X | 0,A4,B,0,E | D,F,G,H,1
HHl,Nl (X) =Y H 01 ‘ 11
T, (Y) [ 0 | 1
X lo|la|B|oD|EF|G|H|1
HH2’N2(X) =Y H 02 ‘ AQ ‘ BQ ‘ D2 ‘ E2 ‘ GQ ‘ H2 ‘ 12
Uy (Y) 0| A|B| C E |G| H|1
Uy o(Y) 0| A | B C F G| H|1
Uy 3(Y) 0| A|B| D E |G| H|1
Wy 4(Y) 0| A|B| D F |G| H|1

Es gibt also surjektive Vollhomomorphismen Il x von B(K) auf die Verbénde der
vertriaglichen Teilkontexte. Aber beim zweiten Teilkontext ist keine der méglichen Abbil-
dungen Wy . ein Homomorphismus. Am einfachsten sieht man das, wenn man die Bilder
der Abbildungen W, . als ausgefiillte Elemente in den Verband B(K) eintrégt. Diese
Elemente miissten dann einen vollstindigen Unterverband bilden, aber es fehlen jeweils

Infima oder Suprema.

Ws1(B(Ks)) E Ws2(B(Ks)) E Ws3(B(Ks)) E W24(B(Ks)) E
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Tragt man die Relationen J zu diesen Bildern in Kontexttabellen ein, so erhélt man
fir ¥oo und W93 den gesamten Kontext K, also mehr Begriffe als im vertréglichen

Teilkontext Ks. Fiir die anderen beiden ergeben sich die folgenden Kontexte:

[ foaafb]c[d]e]/] [ faalb]cld]c]|/]

Diese beiden haben jeweils einen Begriff mehr als Ko, allerdings sieht man das nicht
sofort. Die Bedingung des Schrittes 9 aus Algorithmus 1 ist damit fiir kein Wo . erfiillt.

Es gibt also zum vertrdglichen Teilkontext Ilx, n, keine Retraktionen. ©
Dieser Sachverhalt wird im folgenden Satz festgehalten:

Satz 3.12. Seien V und W Verbinde sowie Il : V. — W ein surjektiver Vollhomo-
morphismus. Ist W nicht isomorph zu einem Unterverband von V, dann gibt es keine
Abbildung ¥, so dass ¥ oIl eine Retraktion von V ist.

Beweis. Dieser Satz gilt, da laut Bemerkung 3.2 ein Retrakt eines Verbandes ein Unter-

verband sein muss. [ |

Daraus folgert man, dass es auch keine Retraktion W o IT gibt, wenn der Verband W
nicht projektiv'? und IT nicht bijektiv ist. Der Verband 2B(Kz) aus Beispiel 9 ist nicht
projektiv.

Anhand dieser Ergebnisse wird es schwer, Schranken fiir die Anzahl der Retrakte oder
Retraktionen eines Verbandes anzugeben. Die Anzahl der vertriaglichen Teilkontexte (des
Standardkontextes) dient nur bedingt als untere Schranke, da eben nicht zu jedem da-
raus resultierenden surjektiven Vollhomomorphismus eine Retraktion existieren muss.
Als obere Schranke konnte die Anzahl der abgeschlossenen Relationen des Standard-
kontextes dienen, aber sie beschrankt nur die Anzahl der Vollretrakte (da verschiedene
Vollretraktionen das gleiche Bild haben konnen) und ist auferdem schwer zu ermitteln.

Die Anzahl der vertriglichen Teilkontexte ist auferdem nicht der einzige Faktor, der

Einfluss auf die Anzahl der Retraktionen hat. Die Elementanzahl des Verbandes spielt

12Ein Verband U heifit genau dann projektiv, wenn gilt: Ist U Unterverband eines surjektiven homo-
morphen Bildes eines Verbandes V, dann ist U auch Unterverband von V.
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hier auch noch eine wichtige Rolle. Man kann das bei den Ordinal- und Kontranominal-
skalen im Kapitel 3.6 sehen. Aufgrund des Aufbaus der Algorithmen 1 und 2 erkennt man
auch, dass die Struktur der Abbildungen Iy x (Anzahl der Bilder, Anzahl der Urbilder
pro Bild) ebenfalls einen nicht zu verachtenden Einfluss hat.

Aufgrund dieser Komplexitit ist es leider nicht gelungen, préizisere Aussagen iiber die
Anzahl der Retraktionen eines beliebigen Verbandes zu finden.

Letztendlich bleibt aber festzuhalten, dass Retraktionen im Allgemeinen keine Aus-
nahmeerscheinungen sind. Ausnahmefille sind Verbdnde mit nur trivialen surjektiven
Vollhomomorphismen (laut Folgerung 3.11) und Verbénde, deren homomorphe Bilder

nicht projektiv sind.

3.5 Retraktionen von zusammengesetzten Kontexten und

Verbanden

In [GW, Kapitel 1.4] wird beschrieben, wie man aus gegebenen Kontexten neue (grofere)
Kontexte konstruieren kann. Es wird ebenfalls angegeben, wie die zugehérigen Begriffs-
verbénde aussehen. Das wirft natiirlich die Frage auf, ob sich aus gegebenen Retraktionen
und Retrakten von Kontexten auch etwas iiber die Retraktionen der daraus zusammen-
gesetzten Kontexte aussagen lasst. Das ist teilweise der Fall. Die dazu benétigten Defi-
nitionen und S#tze werden wie in [GW] fiir je zwei Kontexte angegeben und lassen sich

leicht auf beliebig viele Kontexte verallgemeinern.

Definition 3.13 (Definition 32 in [GW]). Die direkte Summe zweier Kontexte K; =
(Gl, Ml, Il) und KQ = (GQ, MQ, I2) ist dUI‘Ch13

K; 4+ Ky := (Gl U GQ,M]_ U Mg,jl Ujg U (Gl X Mg) U (GQ X Ml))

definiert. A

Weiterhin liest man dort, dass fiir die Begriffsverbande B(K; +Ks) = B(K;) x B(Ks)
gilt und (A, B) genau dann ein Begriff von K; + Ky ist, wenn (ANGy, BN M;) ein Begriff
von Ky := (Gy, My, I) ist, fiir t € {1,2}. Daraus folgt, dass fiir Begriffe (A, By) € B(K,),
t € {1,2}, auch (4; U Ay, B U By) ein Begriff der direkten Summe K; + K ist.

Satz 3.14. Es seien Ky = (G1, M1, 1) und Ky = (Go, Ma, I5) reduzierte Kontexte und
or - BK) — B(Ky) : (A,B) — (p5(A), oM (B)) fiir t € {1,2} Retraktionen der

13 Vergleiche zur Schreibweise die Fufnote 4 auf Seite 15. Fiir die Inzidenzrelationen gilt dann abweichend
Iy = {((gvt)7 (mvt)) ‘ (97 m) € If} mit ¢ € {172}
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zugehorigen Begriffsverbinde. Dann ist die Abbildung

@ B(Ki+Kz) — B(K; +Ky)
(A,B) — ((¢7(ANG1) U5 (AN Ga)), (el (BN M) Uy (BN My)))

eine Retraktion des Begriffsverbandes B(K; +Ky).

Sind K; = (G, M7, If) mit It = U{A x B | (A, B) € pu(BE))}, Gi = U{A |
(A,B) € ¢1(B(Ky))}, My := U{B | (A, B) € ¢(B(K;))} die Kontexte der Retrakte'/
zu den @y fiir t € {1,2}, so ist B(K] +K3) das Retrakt zu ¢.

Lost man sich von der begriffsanalytischen Formulierung und betrachtet nur noch

Verbédnde, so wird der Satz trivial:

Folgerung 3.15. Sind @1 : V1 — V1 und @3 : Vo — Vo Retraktionen, dann ist
@ : Vi x Vo= Vi x Vo (vg,v2) = (1(v1), p2(v2))

eine Retraktion auf dem direkten Produkt Vi x Vo und hat ©1(V1) X p2(Va) zum Retrakt.

Beweis des Satzes 3.14. Es wird 0.B.d.A. angenommen, dass G1 NGy = 0 = My N M,
gilt. Wie zuvor erwdhnt, ist jeder Begriff von K; + Ky als Vereinigung von Begriffen aus
K; und Ks schreibbar, also ist ¢ auch fiir alle Begriffe aus B(K; +Kg) definiert und
hat gerade B (K} +K3) zum Bild, weil auch alle Umfénge und Inhalte aus K] und K3
vereinigt werden. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ eine Retraktion ist.

Eine Selbstabbildung ist ¢ per Definition, die Idempotenz folgt mit der Idempotenz
der Retraktionen ¢; und 3. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ auch ein Homomorphismus
ist. Dazu misste gezeigt werden, dass ¢((4, B)) A ¢((C, D)) = ¢((A, B) A (C, D)) und
©((A,B)) Vo((C,D)) = ¢((A,B) v (C, D)) fiir alle (A, B),(C,D) € B(K; +Kj) gilt.
Das kann aber erst noch vereinfacht werden:

Da ein Begriff durch seinen Umfang (also die Menge der Gegenstdnde) oder seinen
Inhalt (also die Merkmale) eindeutig bestimmt ist und sich laut Hauptsatz (Satz 2.13) die
Infima der Umfénge sowie die Suprema der Inhalte jeweils als ihr Durchschnitt ergeben,
geniigt es, ¥ (A) N p%(C) = p¥(ANC) und pM(B) N M (D) = M (B N D) zu zeigen.
Dabei gilt ¢((A, B)) =: (¢%(A), oM (B)) wie in der Definition der ;.

Da man jetzt nur noch mit Mengen rechnet, gelten fiir N und U die Distributivgesetze.
Auferdem setzen sich die Mengen folgendermafen zusammen: G = G1 UGy, A = A1 U Ay
und C' = C;UCy. Damit ergibt sich die einfache Schreibweise % (X) := ¢ (X1) U

'In Algorithmus 2 und Satz 3.9 wurden die Kontexte ebenfalls so definiert.
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©§(Xs), wobei X ein Begriffsumfang ist. Zur besseren Lesbarkeit wird in den folgenden
Umformungen teilweise ¢ A; anstatt ¢ (A;) geschrieben.

P9(A) N Y (C) = (7 (A1) U g5 (A2)) N (7 (C1) U o5 (C2)) (Def. %)
= (T AL N (9T CLU T C2)) U (95 A2 N (pFC1 U 9§ Cy))  (Distrib.)
= (¢ A1 N C1) U (¢F A1 N 5 Cy)

U (95 As N o C1) U (05 A2 N 5 Cy) (Distrib.)

Da 1 und @9 Retraktionen und damit Homomorphismen sind, folgt
T AINPTCL = ¢T(A1NC1) und 9§ AN Co = § (AN Cs).

Weiterhin gilt (plGAl N chGCQ =0= <p2G142 ﬂ(plGCh weil <p? und chG disjunkte Bildmengen

haben. Damit formt man weiter um:

P (A) N (C)

= of (A NC UGS (A2 N Cy)

= SOG((AI NC1) U (AN Cy)) (Definition von <pG)
=p%((ANCNGHU(ANCNGy))  (A=ANG;, C;=CNGy)
=¢9(AnC) (G = G1UGs)

Die Umformung fiir o™ (B) N oM (D) = oM (B N D) erfolgt ganz genau so. |

Wenn ¢ und ¢y Vollretraktionen waren, dann ist natiirlich auch ¢ eine Vollretrak-
tion. Wie nicht anders zu erwarten war, ergeben sich so aber im Allgemeinen nicht alle

Retraktionen des Begriffsverbandes der direkten Summe.

Beispiel 10. Um den Satz zu veranschaulichen, wird fiir eine kleine direkte Summe ge-
zeigt, wie aus den Vollretraktionen der Summanden Vollretraktionen der Summe entste-
hen. Auferdem sollen weitere Vollretraktionen angegeben werden, die so nicht entstehen.
Das gibt auch Gelegenheit, nochmal Satz 3.4 anzuwenden. Hier sollen ndmlich nicht alle
Vollretraktionen mit Algorithmus 1 ermittelt werden, sondern es soll nur nachgewiesen
werden, dass die angegebenen Bilder Vollretrakte sind. Die Beschrinkung auf Vollretrak-
tionen griindet sich darauf, dass deren Anzahl und Struktur besser iiberschaubar ist.

Die direkte Summe wird wie folgt gebildet:
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Kl a c
1 + [ 3 x| = [1]_, x
2 x 4| x 21 x| /| x
3
B(K) B(K2) 1 i - i
a c d
Die Vollretraktionen von B(K;) und 3B (Ksz) sind:
$1,1 % @1,2% 1,3 % $2,1 2,2 ¥2,3 :i
X | wab)| 20 | 12,0 X Jwed| 3.9 | (40 | (340
e1,1(X) || (0,ab) | (2,0) | (12,0) p2,1(X) || (0,cd) | (3,d) | (4,¢) | (34,0)
801,2(X) ((Z)v a’b) (Q)’ ab) (127 Q)) ¥2,2 (X) (Q)’ Cd) ((Z)v Cd) (34, ®> (347 Q))
013(X) || (0,ab) | (12,0) | (12,0) w23(X) || (D,cd) | (34,0) | (0,cd) | (34,0)

Daraus ergeben sich beispielsweise diese Vollretraktionen des Begriffsverbandes 8 (K)

der direkten Summe:

p12Up22 () w1,3Upa1

Fiir die Retraktionen wird die Schreibweise
p1,. U SOQ’.(A, B) := (((pg(A NGy)U (pg (AN Gg)), (ngl\f[(B N M) U gOé‘f[(B N Mg)))

benutzt. Es folgen noch die Abbildungstabellen:
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X | (0,abed) | (2,acd) | (12,cd) | (3,abd) | (23,ad) | (123,d)
©01.2Upaa(X) || (0,abed) | (0,abed) | (12,¢d) | (0,abed) | (0, abed) | (12, cd)
011 Upaa(X) || (0,abed) | (2,acd) | (12,¢d) | (0,abed) | (2,acd) | (12,cd)
01.3Up21(X) || (0,abed) | (12,¢d) | (12,¢d) | (3,abd) | (123,d) | (123,d)

X | (4,abc) | (24,ac) | (124,¢) | (34,ab) | (234,a) | (1234,0)
o12Upaa(X) || (34,ab) | (34,ab) | (1234,0) | (34,ab) | (34,ab) | (1234,0)
o11Upaa(X) | (34,ab) | (234,a) | (1234,0) | (34,ab) | (234,a) | (1234,0)
013Up21(X) || (4,abc) | (124,¢) | (124,¢) | (34,ab) | (1234,0) | (1234,0)

Nun werden noch zwei Vollretraktionen angegeben, die man nicht aus den Vollretrak-
tionen (und ebenfalls nicht aus den Verbandsretraktionen) der Summanden erhilt. Um
mit Satz 3.4 zu iiberpriifen, ob es wirklich Vollretrakte sind, ist jeweils der Kontext des
Bildes angegeben, der zusdtzlich die Relation des passenden vertrédglichen Teilkontextes
(H,N) von K (durch Kreise gekennzeichnet) enthélt.

©3 (
. (Kgllafb[cld]
1 X
2
3| X |® X
4 X
(H7 N) = ({273}7 {bv C})
[y

Speziell @, ist interessant, da das zugehdrige Vollretrakt dreielementig ist, man aber
aus den Vollretraktionen der Kontexte K; und Ks keine Retraktionen mit dreielementigen
Retrakten bilden kann. ®

Eine weitere Moglichkeit der Kontextkonstruktion, welche ebenfalls in [GW, Kapi-
tel 1.4] definiert wird, ist das Halbprodukt. Dabei iibertragen sich die Retrakte der Fak-
toren im Allgemeinen nicht. Ein Grund dafiir ist die Struktur des Produktverbandes.
Dort treten die Verbénde der einzelnen (reduzierten) Faktoren nicht mehr vollstdndig
auf, sondern jeweils ohne ihr Nullelement. Dadurch lassen sich keine Retraktionen der
Faktoren iibertragen. Ein anderer Grund ist, dass sich die Pfeilrelationen im Halbpro-

dukt stark gegeniiber den Faktoren &ndern und sich damit auch ganz andere vertragliche
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Teilkontexte ergeben. Wenn sich beispielsweise weniger vertrégliche Teilkontexte ergeben,
verringert sich auch automatisch die Anzahl moglicher Retrakte.

Das direkte Produkt (ebenfalls in [GW] definiert) ist auch eine wichtige Kontextope-
ration. Hier fehlt allerdings eine Darstellung der Begriffe des Produktkontextes in Ab-
héngigkeit der Begriffe der Faktoren. Dadurch kann man keine Retraktionsabbildungen
aufschreiben, wie es bei der direkten Summe der Fall war. Ob es auf andere Weise mdoglich

ist, auf Retrakte des Produktes zu schliefen, ist unklar geblieben.

3.6 Retraktionen der Begriffsverbande der Skalen

In diesem Kapitel werden die Begriffsverbénde der Skalen auf Retraktionen untersucht.
Die Skalen spielen eine entscheidende Rolle beim Uberfithren von mehrwertigen Kontex-

ten'®

in einwertige Kontexte. Dieses Verfahren wird Skalieren genannt. In [GW, Kapi-
tel 1.3] wird es ausfiihrlich beschrieben.

Wie am Ende des Kapitels 3.4 erwéhnt, ist es nicht einfach, die Anzahl der Retrak-
tionen zu bestimmen. Das wird sich auch hier bei den Skalen zeigen. Deswegen sind
zuséitzlich noch die Anzahl der vertriglichen Teilkontexte und teilweise auch der Begriffe
von Interesse.

Zur Definition der Skalen werden die Abkiirzung n := {1,2,...,n} C N und Definiti-
on 30 aus [GW] benutzt. Auf die Wiederholung dieser Definition wird hier verzichtet, da
fiir die Skalen jeweils Beispiele angegeben werden und man so sehen kann, was gemeint

ist.

3.6.1 Nominalskalen

Nominalskalen sind durch den Kontext N,, := (n,n, =) definiert.

RAESEIE) B(Ns)

L x|/ |/ 1 3
2l /| x|/ 1 3
311/ x

Dieser Kontext hat fiir n > 3 nur triviale vertrigliche Teilkontexte, denn es gilt
gkm = g /" m und damit ist der Graph (G’ UM, /U vollstandig und hat so nur

5Mehrwertige Kontexte (G,M,W,I) bestehen im Gegensatz zu den (einwertigen) Kontexten aus
Gegenstinden G, (mehrwertigen) Merkmalen M, Merkmalsausprigungen W und einer Relation
ICGxMxW. (g,m,w) €I bedeutet dann ,der Gegenstand g hat beim Merkmal m den Wert w*.
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triviale Zusammenhangskomponenten. Laut Folgerung 3.11 gibt es also beim zugehdri-
gen Begriffsverband B(N,,) auch nur triviale Retraktionen. Das verwundert auch nicht,
wenn man bedenkt, dass sich bei den Nominalskalen die Merkmale gegenseitig ausschlie-
len. Es ist also ebenfalls nicht méglich eine ,Rundung” der Begriffe anzugeben. Und die

Retraktionen konnten ja auch als Rundungen verstanden werden (vgl. Bemerkung 3.3).

3.6.2 Interordinalskalen

Die Interordinalskala ist definiert als der Kontext I, := (n,n, <) | (n,n, >), welcher aber
nicht reduziert ist. Durch Weglassen der beiden Vollspalten wird das behoben und wir

erhalten den Kontext I7.

n|=tis2[<sf=t]22(>3] [p|<t]<2[>2]>3]
1 X X X X /! / 1 X X /! /
20 7 X X X X / 2 /! X X /
3 / /! X X X X 3 / / X X

Die Interordinalskalen besitzen die interessante Eigenschaft, dass sie fiir n > 3 im-
mer genau drei nicht triviale vertrigliche Teilkontexte haben. Diese sind ({1}, {> 2}),
({n},{< n —1}) und deren Vereinigung ({1,n},{< n — 1,> 2}). Sie haben zwei bzw.
vier Begriffe, woraus man mit Satz 3.9 sofort folgert, dass die nicht trivialen Retrakte
der Begriffsverbénde der Interordinalskalen entweder zwei- oder vierelementig sind.

Es stellt sich noch die Frage, wie viele Retraktionen angegeben werden konnen. Das
soll hier fiir die Anzahl der Vollretraktionen beantwortet werden. Zu den vertriglichen
Teilkontexten ({1},{> 2}) und ({n},{< n — 1}) gibt es offensichtlich jeweils nur eine

Vollretraktion. Bei ({1,n},{< n —1,> 2}) sind es ”22_”. Man sieht das (mit Satz 3.4)

wie folgt:

Die abgeschlossenen Relationen J, die mit Gleichung (2.4) (Hilfssatz 2.25) aus den
vierelementigen Vollretrakten hergeleitet werden kénnen, miissen jeweils (1, < n—1) und
(n, > 2) enthalten (das sind die ,Kreuze* aus dem vertriglichen Teilkontext). Auferdem
darf solch eine Relation J nur vier Begriffe bestimmen, wobei zwei davon in jedem Fall
(0, M) und (G, () sind. Die anderen beiden Begriffe miissen disjunkte Gegenstands- und
Merkmalsmengen haben, da sich sonst noch weitere Begriffe ergeben wiirden. Somit kann
dann ein Begriffsumfang die Gegenstéande 1 bis k mit k € {1,...,n — 1} und der andere
die Gegenstidnde von [ bis n mit [ € {k+ 1,...,n} enthalten. Z&hlt man alle diese

44



Moglichkeiten, so ergibt sich die Formel

— — nn—1) n?-n
Y (n—k)=nn-1)-> k=nn-1)- =

k=1 k=1

wobei fiir jede mogliche Wahl des ersten Begriffes die Moglichkeiten fiir den zweiten
Begriff aufsummiert werden. Hier spielt also auch die Anzahl der Begriffe der Interordi-
nalskala eine gewisse Rolle.

In Beispiel 7 wurden alle Vollretraktionen des Begriffsverbandes eines Kontextes ange-

geben, der isomorph zur Skala Ij ist.

3.6.3 Ordinalskalen

Eine Ordinalskala hat den ebenfalls nicht reduzierten Kontext Q,, := (n,n, <). Um diesen
zu reduzieren wird der erste Gegenstand (eine Vollzeile) und das letzte Merkmal (eine

Vollspalte) weggelassen und man erhilt den Kontext Q.

4]

W

w

o |12

o[ 1[2]3] m@)g
1| x| x| x| X 3
211 /1 x
2 X | x| x 32
3 X
3 Jlox | x 1 21
4 S| % 1

Die Anzahl der Begriffe der Ordinalskala betrigt n, die der vertriglichen Teilkontexte
21 Letzteres wird an den Pfeilrelationen deutlich: Jeder der n—1 Doppelpfeile fithrt zu
einer Zusammenhangskomponente im Graphen (G UM, /U ") und diese lassen sich dann
beliebig miteinander kombinieren bzw. vereinigen. Man kann hier von mindestens genau
so vielen Retraktionen ausgehen, da die Verbande der vertréaglichen Teilkontexte jeweils
isomorph zu Unterverbianden des Begriffsverbandes der Skala sind, denn es handelt sich
bei allen um Ketten. Insbesondere sind also die Voraussetzungen des Satzes 3.12 nicht
erfiillt'6.

Diese spezielle Verbandsstruktur fiihrt auch dazu, dass alle Abbildungen der Form
VoIl n Retraktionen bilden, sobald sie idempotent sind. Es muss also nicht iiberpriift
werden, ob ¥ ein Homomorphismus ist (Schritt 11 in Algorithmus 2 kénnte beispielsweise

wegfallen).

16Da Satz 3.12 keine Aquivalenz zeigte, ist das nicht als Beweis, sondern nur als zusitzlicher Hinweis zu
sehen.
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Die genaue Anzahl der Retraktionen anzugeben stellt ein kompliziertes kombinatori-
sches Problem dar, welches hier nicht gel6st wurde. Experimentell ist aber die folgende
Tabelle entstanden, die zu den ersten Ordinalskalen die Anzahl der vertriglichen Teil-

kontexte und die Anzahl der Vollretraktionen des zugehorigen Begriffsverbandes enthilt:

n|l1/2(3]4] 5 6 7 8 9 10 11
Anzahl vertr. Teilkontexte || 1 | 2|4 | 8|16 [ 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024
Anzahl Vollretraktionen || 1 | 1 | 3| 8 | 21 | 55 | 144 | 377 | 987 | 2584 | 6765

Man sieht, dass ab n = 5 schon allein die Anzahl der Vollretraktionen die Anzahl der
vertraglichen Teilkontexte iibersteigt.
Der Kontext K; aus Beispiel 10 ist isomorph zur Skala Q3. Dort wurden auch alle

Vollretraktionen seines Begriffsverbandes angegeben.

3.6.4 Kontranominalskalen

Die Kontranominalskalen sind komplementér zu den Nominalskalen, werden also definiert

als N¢ := (n,n, #). Diese Kontexte sind reduziert.

mlilz]s] PR
1] /7| x k

2 || x X

31 x| x 1 3

An den Pfeilrelationen erkennt man, dhnlich wie bei den Ordinalskalen, dass die Kon-
tranominalskalen 2" vertrigliche Teilkontexte haben. Ihr Begriffsverband hat allerdings
keine so giinstige Struktur, dass die Abbildungen der Form W oIl n schon Retraktionen
sind, sobald sie idempotent sind, wie es bei den Ordinalskalen der Fall ist.

Algorithmus 1 zum Bestimmen aller Vollretraktionen scheitert hier schon ab n = 6
an extrem langen Laufzeiten. Mit verantwortlich dafiir ist neben der grofen Anzahl an
vertriglichen Teilkontexten die ebenfalls sehr grofe Anzahl an Begriffen (ebenfalls 2™).
Genauer gesagt gibt es keinen Kontext, der bei gleich grofer Gegenstands- und Merkmals-
menge mehr vertrégliche Teilkontexte oder Begriffe hat. Es folgt wieder eine Tabelle mit

den Anzahlen der Vollretraktionen:

n|l|2] 3| 4 5
Anzahl vertr. Teilkontexte || 2 |4 | 8 | 16 | 32
Anzahl Vollretraktionen || 1 | 3| 10 | 41 | 196
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Die Retrakte der Kontranominalskalen sind isomorph zu Begriffsverbinden von (klei-
neren) Kontranominalskalen. Zur Illustration werden alle zehn Vollretraktionen des Be-

griffsverbandes der Skala N§ angegeben:
o)
Q
0
0
0
Q
[y
0

¢ oY
PP 6

3.6.5 Skalieren mit Retrakten von Skalen

Gerade wurden die Retrakte der Skalen untersucht. Diese Retrakte kann man, wie in
Bemerkung 3.3 notiert, auch als Rundungen der Skalen ansehen. Es stellt sich daher
die Frage, ob man mit diesen ,gerundeten Skalen“ (genauer: mit deren Kontexten) auch
sinnvoll skalieren kann.

Liegt ein mehrwertiger Kontext mit vielen Merkmalen und Merkmalsauspragungen und
daher auch vielen und grofen Skalen vor, so ist der skalierte Kontext dann extrem grofs
und uniibersichtlich. Auch der Begriffsverband wird dann recht grof sein. Mit Retrakten
von Skalen skaliert, erwartet man dann einen kleineren Kontext und ganz besonders
einen iibersichtlicheren Begriffsverband, der zwar etwas weniger Informationen enthilt,
aber bei dem wichtige bzw. grobe Informationen erhalten bleiben und keine neuen und
insbesondere keine falschen dazu kommen.

Bei Ordinal- und Biordinalskalen'” ist das moglich, da hier die Retrakte alle moglichen
Rundungen beschreiben. Das stellt aber auch gleichzeitig ein gewisses Problem dar, weil
nun noch die auf das jeweilige Problem passende Rundung ausgewdhlt werden muss. Es
hat sich gezeigt, dass es dann vermutlich einfacher ist, gleich eine passende aber kleinere

Skala aufzustellen.

""Biordinalskalen wurden hier nicht eingefiihrt. Sie verallgemeinern gewissermafen die Ordinalskalen
und fithren beziiglich der Retrakte nicht zu neuen Erkenntnissen.
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Bei den Interordinalskalen gehen durch das Bilden von Retrakten ziemlich viele Infor-
mationen verloren, da die Retrakte sehr klein sind. Das Skalieren damit wird also nicht
immer sinnvoll sein. Es kann allerdings erwiinscht sein, wenn man durch sehr grobes
Skalieren einen ersten Eindruck {iber die Daten erhalten mdchte.

Fiir die Nominalskalen gibt es, wie zuvor schon erwéhnt, {iiberhaupt keine Rundungen
in Form von Retrakten.

Es soll auch noch erwéhnt werden, dass ein wenig Nacharbeit notig ist, um die Retrakte

der Skalen wieder in Kontexte umzuwandeln, die sich zum Skalieren eignen.

Beispiel 11. Zur Verdeutlichung wird angegeben, wie aus der Interordinalskala Ij eine
grobe Skala mittels einer Vollretraktion hergeleitet werden kann. Bei den anderen Skalen

kann dhnlich vorgegangen werden.

|<t]<2[<s]<d4[<5]>2[>3]24][>5]>6]

1 X X X X X

2 X X X X X

3 X X X X X

4 X X X X X

5) X X X

6 X X X X X

Als vertréglicher Teilkontext wird (H,N) = ({1,6},{< 5,> 2}) gewahlt. Man erhélt
die folgende Abbildung IIg n. Dabei werden, um etwas Platz zu sparen, jeweils nur die
Umfénge der Begriffe aufgeschrieben. Zusétzlich ist eine Abbildung ¥ angegeben, so dass
Vo Ily N eine Vollretraktion bildet.

0.{2}, {3}, {4}, {5}, | {1}, {1.2}, | {6},{5,6},
X {2,3},{3,4},{4,5}, | {1,2,3}, {4,5,6}, |{1,2,3,4,5,6}
{2,3,4},{3,4,5}, | {1,2,3,4}, | {3,4,5,6},
{2,3,4,5} {1,2,3,4,5} | {2,3,4,5,6}
Iy n(X)=Y 0 {1} {6} {1,6}
U(Y) 0 {1,2} {5,6} {1,2,3,4,5,6}

Das Vollretrakt zur Vollretraktion W o IIy x hat dann den Kontext K,:
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] =1[=2]=s[=i[=5[20]z8]z425]20]
1 X X X X
2 X X X X
3
4
) X X
6 X X X X

Dieser eignet sich noch nicht besonders gut zum Skalieren, da er nicht kleiner ist als

der Ausgangskontext. Deshalb ist eine Bereinigung zweckméfig und wir erhalten den

Kontext K. Auch mit diesem ldsst sich noch nicht ideal skalieren, denn Gegenstinde

und Merkmale wurden zusammengefasst. Die Gegensténde sollen wieder getrennt wer-

den. Da sich die Merkmale gegenseitig einschliefen, werden nur jeweils die Stéirksten

iibernommen. Die leere Spalte enthélt keine Information (sie ist reduzibel), also wird sie

weggelassen. Dadurch erhélt man den Kontext K, der sich nun gut zum Skalieren eignet.

K [<2[>5]
1
2 X
3
4
5 X
6 X

Der Kontext Ky wird auch in [GW, Seite 264] zum groben Skalieren vorgeschlagen und

Schwellenwert-Skala genannt.
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4 Schlussbemerkungen und offene

Fragen

Mit dieser Arbeit wurden die Grundlagen gelegt, um sich mit Retraktionen von Ver-
bénden und speziell von Begriffsverbidnden zu beschéftigen. Die Beflirchtung, dass ein
Verband im Allgemeinen nur wenige oder gar keine Retraktionen hat, wurde widerlegt.
Es hat sich im Gegenteil sogar gezeigt, dass es teilweise sehr viele Retraktionen gibt.

Es stehen jetzt Sdtze und Algorithmen zur Verfiigung, mit denen es méglich ist, alle
Retraktionen eines Verbandes zu ermitteln und zu erkennen, ob Unterverbande Retrakte
sind.

Beim Bearbeiten des Themas sind einige Fragen aufgekommen, die nicht beantwor-
tet werden konnten oder sollten. Diese werden jetzt noch formuliert, um Anstéfe fiir

weiterfithrende Forschung zu geben.

e Die Retraktionen wurden prinzipiell fir beliebige Verbdnde definiert. Dann wur-
den aber nur Begriffsverbénde betrachtet, die laut Hauptsatz vollstindig sind. Die
Ergebnisse sind also nicht auf unendliche nicht vollsténdige Verbénde anwendbar.
Das liegt unter anderem daran, dass man nun die surjektiven Vollhomomorphis-
men nicht mehr iiber vertriagliche Teilkontexte charakterisieren kann. Gibt es dafiir
andere Moglichkeiten? Welche Rolle spielen Retraktionen nicht vollstédndiger Ver-
bénde?

e Die Bestimmung der Retraktionen mit den Algorithmen 1 und 2 funktioniert zwar
und ist einfach, aber sie ist, wie bereits angesprochen, nicht besonders effizient.

Hier besteht noch viel Spielraum fiir Verbesserungen.

e Eventuell kann man Retrakte auch auf ganz anderen Wegen erzeugen. Dabei waren
die Bindungen im Gesprich, welche in [GW, Definition 69| eingefiithrt wurden. In

dieser Richtung wurde noch nicht weiter geforscht.

e Ebenfalls wurde Hilfssatz 49 aus [GW] betrachtet. Dieser gibt eine Moglichkeit an,
wie abgeschlossene Relationen anhand der Pfeilrelationen ermittelt werden konnen.

In den Experimenten damit lieffen sich aber nie Retrakte finden. Ist das immer
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so? Falls nicht, dann sollte es auch moglich sein, damit sogar gezielt Retrakte zu

bestimmen.

Das Skalieren mit Retrakten von Skalen wurde im Abschnitt 3.6.5 angesprochen
und es stellte sich heraus, dass sich dafiir nicht ohne weiteres ein in allen Fallen
praktikables Verfahren angeben lisst. Kann man die dort beschriebenen Schritte

verbessern oder automatisieren?

Die Anzahl der Retraktionen wurde mehrmals thematisiert (nach Satz 3.12, im
Kapitel 3.6), allerdings gab es kaum konkrete Ergebnisse. Fiir die weitere For-
schung sind bessere Schranken, eventuell auch fiir bestimmte Klassen von Verbén-
den oder Kontexten, durchaus interessant, um zu entscheiden, wo die Retrakte
eine Sonderrolle einnehmen kénnten. Beispielsweise war bei den Interordinalskalen
(Abschnitt 3.6.2) die Anzahl der Vollretraktionen und ihre Struktur recht genau

bestimmbar, bei den Kontranominalskalen (Abschnitt 3.6.4) dagegen nur sehr vage.

Beim Bilden von Retraktionen von direkten Summen aus den Retraktionen der
Summanden (Satz 3.14) ist ein noch allgemeineres Vorgehen moglich: Es kénnen
auch verschiedene Retraktionen der Summanden zu Retraktionen der Summe zu-
sammengesetzt werden. Beispielsweise ldsst sich die Retraktion ¢4 aus Beispiel 10
auch als Kombination aus ¢ ; und zwei mal der konstanten (Verbands-)Retraktion
auf das kleinste und einmal auf das grokte Element von B(Kz) zusammensetzen.
Kann man das formalisieren? Ist es moglich, so auch wieder alle Vollretraktionen
getrennt von den Verbandsretraktionen zu ermitteln? Letzteres erscheint schwierig,
da, wie gerade beschrieben, Vollretraktionen auch teilweise aus Verbandsretraktio-

nen zusammensetzbar sind.

Am Ende des Abschnittes 3.5 wurde gesagt, dass sich bei den direkten Produk-
ten von Kontexten keine Retraktionsabbildungen aufschreiben lassen. Es ist aber
moglich, dass direkte Produkte von Kontexten von Retrakten Retrakte im Pro-
duktkontext ergeben. Man kann versuchen, das mit Satz 3.4 (oder allgemeiner mit
Satz 3.9) zu beweisen (und wiirde dann doch noch die Retraktionsabbildungen
erhalten). Dazu miissten aber Aussagen iiber die vertriglichen Teilkontexte im di-

rekten Produkt getroffen werden. Es ist nicht klar, ob das mdglich ist.

In Satz 3.12 wurde angegeben, wann es zu einem surjektiven Vollhomomorphismus
keine Retraktion gibt. Kann auch eine Bedingung angegeben werden, woraus folgt,
dass zu einem surjektiven Vollhomomorphismus auf jeden Fall eine Retraktion exis-
tiert?
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